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1 Introduccién al espacio R"

1.1 Coordenadas cilindricas, esféricas y polares

Cilindricas

Esféricas

Polares

p€eR3 p=(r0,2) con
r>0,0€[0,2n]

pER® p=(p,0,¢) con
p>0,p€0,7,6 €0,2n]

p€R2 p=(r0) con
r>0,0€[0,2n]

x _H‘-.[“j:

P(r,0)

.
y

o

r = ¢ = cilindro vertical recto
0 = ¢ = semiplano vertical
Z = ¢ = plano horizontal

r = ¢ = esfera concéntrica
(p = ¢ = semicono
0 = ¢ = semiplano

r = ¢ = circunferencia
0 = ¢ = semirrecta

De cilindricas a cartesianas:
x =r1-cos(f)
y=r-sin(f)
2=z

De cartesianas a cilindricas:
r= /.,1/.2 + y2
0 = arctan(%)

zZ=z

De esféricas a cartesianas:
x = p-sin(p)cos(d)
y = p-sin(p)sin(0)

2= p-cos(i)
De cartesianas a esféricas:

b ey
0 = arctan(%)
¢ = arccos(Z)

De polares a cartesianas:
{x =r-cos(0)
y=r-sin(f)

De cartesianas a polares:
{r VP

0 = arctan(¥)

1.2 Secciones conicas

Circunferencia
2 (z—=z0)*

Elipse
2
+ (y—bgo) -1

(x—20)* +(y —0)® =7 P

L ot

N

L ot

Parabola
y=ar®+br+c

¥

1.3 Superficies cuadricas

1. Cilindro:

Hipérbola
(z=w0)? _ (y=w0)® _ 4
b2 -

a2
<

:




0. B8

3. Hiperboloide:

2 2 2
x z
St -5=1
2 2 2

y A
T a==1

5. Paraboloide:

. 2 2
Hiperbolico: z = &7 — 4%

b)

1.4 Areas y voliumenes
Algunas formulas de areas y volumenes que conviene recordar:

Area de una elipse de semiejes a y b: wab

Area de una circunferencia de radio r: wr?

4

= Volumen de una esfera de radio r: 373

Volumen de un elipsoide de semiejes a, b, c: %ﬂabc

Volumen de un cilindro de radio r y altura h: wr2h

= Volumen de un cono de radio r y altura h: §7rr2h



2 Funciones de varias variables

2.1 Funciones de varias variables

Puntos y conjuntos de puntos en R™:

1. Entorno de A € R™: es todo conjunto capaz de incluir una esfera abierta de R™ con centro en A y radio
mayor a cero. Se denota como E(A).

2. Entorno reducido de A € R™: E*(A) = E(A) — {A}
3. Punto aislado: A € S es un punto aislado de S cuando existe un E*(A) que no tiene puntos de S.

4. Punto de acumulacién: A es un punto de acumulacion de S cuando en todo E*(A) existe algin punto
de S.

Conjunto abierto: aquel que todos sus puntos son interiores.
Conjunto cerrado: contiene a todos sus puntos de acumulacion.
Conjunto acotado: cuando se lo puede incluir en una esfera abierta con radio finito.

Conjunto compacto: cuando es cerrado y acotado.

© »® N o

Conjunto convexo: S es convexo cuando VA, B € S, el segmento AB est4 incluido en S.
10. Conjunto conexo: S es conexo cuando VA, B € S se puede pasar de A a B desplazdndose por S.

11. Conjunto simplemente conexo: S conexo es simplemente conexo cuando toda curva cerrada trazada
en él puede, por deformacién continua, transformarse en un punto, manteniéndose en el conjunto. En R?,

simplemente conexo = conexo sin “agujeros”.
: )> N ey

@
0@

(a) Convexidad. (b) A es conexo, B (c¢) El tubo no es simple-
no es conexo. mente conexo.

Conjunto convexo Cenjunto no convexo

Dado un conjunto S C R™ y un punto A € R", pueden ocurrir tres cosas:

1. A es un punto interior a S, cuando existe E(A) incluido en S,
2. A es un punto exterior a S, cuando existe E(A) que no tiene puntos de S,

3. A es un punto frontera de S, cuando para todo E(A) hay puntos en S y puntos que no estan en S.

Funciéon escalar: f : U C R® — R. Regla que asocia a cada n-ada ordenada de numeros reales, (o bien a
cada vector z de U), un namero real. El conjunto U es el dominio de f, su codominio es R, y el rango de f es
{zeR:z=f(x),xz €U}

Campo vectorial: f: U C R” — R™ (m > 1). Regla que asocia a cada

v n-ada ordenada de ndmeros reales un vector de R™.
al
] \ Operaciones entre funciones de varias variables f : U CR®” - R, g : V C
! \ R™ - R
o
L /1‘ i 1. sumade fyg: f+g: UNV CR"” — Rtalque (f + g) (x) = f ()49 (z)
\ M / 2. productode fyg: f-g:UNV CR™ — Rtal que (fg) (z) = f (x)-g(x)
/’
\ or 3. cociente de f y g: 5 : W C R® — R tal que (5) (z) = gg;, donde

Figura 1: Campo vectorial en R2. W=Unv-{zeV:g() =0}



2.2 Geometria de las funciones de varias variables

Se define la grafica de f: U C R™ — R al conjunto {(x1,2,...,%,,y) € R T € Uy = f(x1,22,...,24)}

La grafica de la funcién f : U C R? — R es la grafica de la superficie
z = f(z,y). Paran > 3, la grafica no puede ser visualizada.

Para graficar, hay que cortar la superficie z = f(x,y) con los planos del tipo
y = kx y estudiar el tipo de curvas resultantes. En particular, se estudian
las curvas resultantes de cortar la superficie con los planos y =0y = = 0.

Otro concepto importante que también se usa como ayuda para obtener
graficos de funciones de dos variables es el de “nivel constante” de una funcién:
dada la funciéon f : U C R® — R y el ntmero ¢ € rango de f, se define el
“nivel ¢ de la funcioén f” como el conjunto N, = {z € U : f (x) = ¢}. Cuando
n = 2, la curva se llama curva de nivel. Cuando n = 3, la curva se llama
superficie de nivel. El nivel ¢ de la superficie z = f (z,y) se puede interpretar
geométricamente como la interseccion de la funcién con el plano z = c. Estas
curvas nos dan idea de la imagen de la funcién.

Figura 2: f(z,y) = —22 —2y? y
sus curvas de nivel.
2.3 Limites y continuidad

Bola abierta: sea g € R"™ y r > 0. La bola abierta de centro x¢ y radio r, denotada por B (x,r) es el conjunto
de puntos de R™ que distan de xy en menos que 7.

Conjunto abierto: un conjunto U C R™ es un conjunto abierto de R" si para cada zy € U existe un r > 0 tal
que B (zg,r) C U. Esto es, el conjunto U C R™ sera abierto si cuando tomamos un punto zg en él, este siempre
tiene vecinos que siguen viviendo dentro de U.

Frontera de un conjunto: sea U C R™ un subconjunto de R™. Un punto xyp € R™ es un punto frontera de U
si toda bola abierta B(zg,r) contiene puntos en U y fuera de él.

Limite: sea f : U C R” — R una funcién definida en el conjunto abierto U. Si xy es un punto de U o un punto
frontera de U, se dice que el limite de f cuando z tiende a zg es L, lo cual se escribe como lim,_,,, f () = L si
dado cualquier € > 0 existe § > 0 tal que « € B (z,d) NU (z # o) = f (z) € B(L,¢).

Limite por curva: una condicién necesaria (pero no suficiente) para que el limite lim g, ) (z,.40) J (,y) exista
y sea L, es que si los limites lim,_,,, f (z,¢ () y imy—4, f (2,9 (2)) existen (donde y = ¢ (z) e y = ¢ (z) son
curvas que pasan por (xo,yo)) deben valer L. El tnico argumento que concluye que un limite existe requiere

la aplicacion directa de la definicion. Para calcular limites también es util expresar la funcién en coordenadas

. . 3 . 0)3 0
polares. Ejemplo: 1im, ) (0,0) % = lim,_,o %

Teorema: Sean f,g: U C R™ — R dos funciones definidas en el abierto U y sea xg un punto de U o un punto
frontera de U. Si limg_, 4, f () = L y lim,_,4, g (z) = M, entonces:

1. limyypy (f4+9) () =L+ M
2. limy ey (f-9)(@)=L-M

3. Si M # 0,limy_a, (5) (@)=L

Si f: U C R? — R es una funcién polinomial, entonces M, ) (zo,w0) f (25 4) = f(Z0,%0)

Continuidad en un punto: sea f : U C R™ — R una funcién definida en el abierto U de R", y sea zy € U. Se
dice que f es una funcién continua en zg si f (zo) = lim,_,., f(z). Las funciones polinomiales son continuas en
cualquier punto (zg,%o) € R2.

Continuidad en un abierto: sea f: U C R™ — R una funcion definida en el abierto U de R™. Se dice que f
es continua en U si lo es para todos y cada uno de los puntos (z,y) € U.

Continuidad de un campo escalar: f : D C R? — R es continuo en un punto (g, o) € D si 1M (g ) (0,40) f (2,4) =

f (zo,0).

Continuidad de un campo vectorial: Los conceptos de continuidad y diferenciabilidad para funciones f :
U CR"™ — R™ m > 1, se establecen en términos de las funciones coordenadas de la funcion f. Esto es, se dird



que la funcion f = (f1, fa,..., fm) es continua (respectivamente, diferenciable) en el punto z¢ € U si y solo si
las funciones coordenadas f; : U CR” - R, i=1,2,...,m, lo son.

Teorema: sean f,g: U C R™ — R funciones definidas en el abierto U de R™. Si f y g son continuas, entonces,

—_

. la funcion f+g¢g: U CR™ - R = f(x) + g(x) es continua.

N

. lafuncion f-g: U CR™ - R = f(z) - g(x) es continua.

3. la funcion 5 :UCR" - R= % es continua en todo punto z € U, donde g(x) # 0.

4. la composicién go f : U C R™ — R es continua.

2.4 Derivadas parciales

Para una funcién de una variable: f : I C R — R definida en el intervalo abierto I, se define la derivada de f en

xg € I, denotada por f/ (x(), como el valor del limite limy_,q M = f'(x0) cuando éste existe (en cuyo
caso decimos que f es diferenciable en x(). Si f’ (z¢) existe, su valor nos da la pendiente de la recta tangente a
la gréfica de la funcion y = f(z) en el punto (zg,yo). Para este tipo de funciones, diferenciabilidad equivale a
existencia de derivada, y la diferenciabilidad en un punto implica la continuidad de la funcién en ese punto.

Para una funcién de dos variable: f: U C R? — R definida en el abierto U, con p = (¢, o) un punto de U, se

define la derivada parcial de f con respecto de x (la primera derivada de f) en el punto p, denotada por of (p) o

ox
f2(p) como el limite 3L (p) = limy,_o f(’”°+h’y",1_f(”’0’y0). Del mismo modo, la derivada parcial de f con respecto

de y es el limite (si existe) %7]; (p) = limy,_,o f(“’yOJrh});f(“’yo). Para este tipo de funciones, la existencia de

derivadas parciales un punto no implica que la funcién sea continua en ese punto, por lo que tampoco implica
que sea diferenciable en ese punto.

Las derivadas parciales de una funciéon z = f(z,y) en un punto p = (g, yo) nos hablan del comportamiento
geométrico (la inclinacion) de las superficie que tal funcion representa, en las direcciones de los ejes x e y.

Las derivadas parciales de una funcion se obtienen “derivando parcialmente” cada una de las variables, y dejando
las otras como constantes. Ejemplo: sea la funcion f(z,y) = 5a® + 4zy + 3. Se tiene que f. = 1522 + 4y y que
fy =4z +2y.

2.5 Derivadas direccionales

Derivada direccional: sea f : U C R"™ — R una funcién definida en el conjunto abierto U, y sea zg € U.

Sea v € R™ un vector UNITARIO dado. Se define la derivada de la funcién f en z( en la direccién del vector v,
denotada por % (x0) como el limite lim;_,o M
El vector unitario v se puede escribir como v = (cos(), sin(6)), 0 < 0 < 27, con lo que la derivada direccional

f(zo+tcos(8),yo+tsin(0))—f(xo,y0)
; .

R of Y
se reescribirfa como 2% (7o, y0) = lim; o

Notar que si 6 = 0 se tiene % = %, y si 0 = 3 se tiene % = %.

2.6 Diferenciabilidad

Para funciones de una variable: la funcién f : I C R — R es diferenciable en xg € I si existe una constante A
tal que f(xo+h) = f(zo) + Ah + 7 (h), donde limh_mL:) = 0 (el residuo r(h) tiende a 0 més rapidamente

que h). Despejando A, obtenemos que A = M )

W
Para funciones de dos variable: la funcion f : U C R? — R es diferenciable en el punto p = (z0,y0) si hay

constantes A; y As tales que f ((zo,y0) + (h1,h2)) = f (0, y0)+A1h1+Asha+7r(hy, he) donde 1Mk, hy)—(0,0) =

B,k .
Ir((hll,hzz))l‘ Despejando Ay y As, obtenemos que A; = %(mo,yo) y Ay = %(xo, Yo)-

Teorema: Se dice que la funcién f : U C R? — R definida en el abierto U es diferenciable en el punto
p = (wo,y0) € U, si existen las derivadas parciales de f en p : A; = %(azo,yo) y Ay = %(xo,yo), y si el
residuo ’I“(hl,hg) definido en f ((Q’Jo,go) + (hl,hg)) =f (.’L’(),yo) + Aihy + Ashy + T(hl,hg) tiene la propiedad

lim(hhhz)%(op)% = 0. Si la funcién es diferenciable en p, es continua en ese punto.



Una funcion f(z,y) es diferenciable en un punto P = (xg,yo) si

F(@,y) = [ () (@ = 20) + 3£ ) (v = wo) + (0, 30)]

—0
\/(33 —20)* + (y — vo)”

1My (@, y)— (w0, y0)

Las funciones polinomiales f : R? — R son diferenciables en todo punto.

Teorema: sean f,g: U C R™ — R dos funciones definidas en U, y diferenciables en p € U. Entonces:

1. lasuma f+¢g: U CR"” - R = f(p) + g(p) es una funcion diferenciable en p.

2. el producto f-g: U CR™® - R = f(p) - g(p) es una funcion diferenciable en p.

3. si g(p) # 0, el cociente 5 :UCR" =R = % es una funcién diferenciable en p.

=

4. la composicién go f: U C R™ — R es diferenciable en p.

Teorema: sea f: U C R" — R una funcién definida en el conjunto U. Si las derivadas parciales son continuas
en el punto xg € U, entonces f es diferenciable en xg.

2.7 Diferenciabilidad y derivadas direccionales

Sea f : U C R™ — R DIFERENCIABLE, definida en el conjunto abierto U. Sea zq € U y sea © € R™ el vector
unitario en cuya direccién queremos calcular la derivada de la funcion f en el punto xzo. Entonces:

Ejemplo: dada f : R? — R tal que f (x,y) = 2? + y?, queremos calcular la derivada de la funcién en un punto
arbitrario (7o, yo) € R? en la direccién del vector unitario v = (cos(6), sin(6)). Dado que la funcién es polinomial,
es diferenciable en todo el dominio. Entonces segtin la formula se tiene que %(l‘o,yo) = %(wo,yo)cosw) +

g—i(xo, yo)sen(8) = 2xgcos(0) + 2ypsen(6)

2.8 Gradiente

Sea f: U CR"™ — R una funcién diferenciable definida en el conjunto abierto
U de R"™. Se define el vector gradiente de la funcién f en el punto zg € U,
denotado por grad f (xg) o Vf(xo), como el vector de R™ dado por:

Vf(zo) = (fa, (w0), fr,(®0),-- ., fa (0))
V(o) - 0= fi(zo)

El vector Vf(xg) nos dice en qué direcciéon se tiene la mayor variacion (el
mayor crecimiento) de la funcién f en el punto zy. Ademas, se tiene que el
Figura 3: El gradiente apunta vector Vf(zo) es un vector ortogonal a la curva de nivel que pasa por zo.

a la direccion de mayor varia- gj ¢ eg diferenciable, la direccién de la derivada direccional puede ser:
cion.

1. Maxima: v = %, y su valor es |V f]

2. Minima: v = _I%ftl’ y su valor es — |V f]

3. Nula: v LV f, y su valor es 0



2.9 Vectores normales

Dada una funcién diferenciable f : U C R? — R definida en el conjunto abierto U de R? tal que z = f(z,y), y
dado un punto p = (xo, Yo, f (z0,%0)), €l vector normal N,, a la superficie de la funcién en el punto p se obtiene
mediante

ik
0 filxo,m0) | = (=fulzo,y0), —fy(xo,y0),1)
L fy(wo,90)

NP = det

O =

Nota: recordar que la superficie z = f(z,y) se puede ver como el nivel 0 de la funciéon F (z,y,2) = z — f(x,y).
De alli el porqué de la tltima coordenada del vector.

2.10 Planos tangentes y rectas normales

Si la funcién f: U C R? — R es diferenciable en el punto p = (9, %), entonces
la siguiente ecuacion define al plano tangente a la superficie z = f (x,y) en el

punto (xo, yo, f (zo,%0)):

z = f(zo,90) + fr(z0,90)(x — w0) + f, (0, Y0) (¥ — ¥o)

De la ecuacién anterior se deduce que el plano tangente en un punto p es un
plano que pasa por el punto y contiene a las rectas tangentes en el punto. Es
decir, tiene como vector normal al vector (V f(p), —1) calculado anteriormente.

Dada una funcion diferenciable f : U C R? — R cuya grafica es una superficie
S, se define la recta normal a la superficie S en el punto p = (xo,yo,20) de
ella, como la recta que pasa por p y contiene al vector normal a la superficie en Figura 4: Plano tangente.
p. Su ecuacién estd dada por:

L: (x,y,z) =1 (f:lc(anyO)vfg//(xmyO)v _1) + (anyOwZO) cont€eR

2.11 Diferencial

Dada la funcién f: U C R™ — R diferenciable, la diferencial de f se define como:
df = ——0x;
1= Lo
Ejemplo: la diferencial de f (z) = sen®(2?) es df = 3sen? (2?) cos(2?)2x dz = 6xsen? (z?) cos (z?) dx.

2.12 Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Dada una funcién f : U € R? — R definida en el conjunto abierto U de R2. Si la funcién es diferenciable,
entonces existen las derivadas parciales % y % en cualquier punto (z,y) € U. Puede ocurrir que estas derivadas
sean lo suficientemente “bien portadas” en U como para que podamos obtener de ellas sus derivadas parciales

2 (ﬂ) 2 (ﬁ) o (ﬂ) 2 (ﬁ)
Ox \Ox )]0y \Ox )] ' 0x \ Oy )0y \ 0y )~

Teorema de Schwarz: sea f : U C R? — R una funcién definida en el abierto U de R2. Si las derivadas

2 2
parciales cruzadas 8‘1—& :UCR? -Ry a{zafz : U C R? — R existen y son funciones continuas en U, entonces
son iguales.



Apéndice I: Funciones de clase C¥

Sea f : I C R — R una funcion diferenciable. Si la funcién derivada f’ es continua, se dice que f es una funcion
de clase C'. Si esta funcién f’ es, a su vez, una funcién diferenciable, decimos que f es una funcién dos veces
diferenciable.

En general: una funcién f es una funcion k veces diferenciable si la funcion f*~1 : T C R— R es diferenciable.
Si f es k veces diferenciable para todo k € N, se dice ser infinitamente diferenciable, o bien, de clase C*>°. En el
caso de funciones de varias variables, se dice que una funcién f : U C R® — R definida en U es de clase C! si
sus derivadas parciales existen y son funciones continuas en U.

Corolario: si la funcién f : U C R® — R es de clase C!, entonces f es diferenciable.

3 Funciones compuestas, inversas e implicitas

3.1 Composiciéon de funciones

Si tenemos las funciones g : I CR —- Ry f:J CR — R (tales que g (I) C J), podemos formar la composicién
fog: I CR — R. El resultado mas importante es que si g es diferenciable en un punto zg € I y f es
diferenciable en g (z¢) € J, entonces la composicién f o g es diferenciable en z, es decir, que (f o g)’ (z) existe,
v (fog) (&)= f (g(x)g ().

Para el caso de dos variables, tenemos que z = f (z,y). Para “componer” esta funcién tendremos que sustituir
las dos variables (z e y) por dos funciones, digamos g1 y g2, que conecten a éstas con otras variables, digamos
u 'y v. Asi, si consideramos las funciones x = g1(u,v) e y = g2(u,v), podemos sustituir éstas en la funciéon f y
obtener la funcion compuesta y = f(g1 (u,v), g2 (u,v)).

En general: Si tenemos la funcion f : U C R™ — R definida en el conjunto U, y la funcién g : V C R®* - R
definida en el conjunto V, cuyo rango esta contenido en U (i.e. tal que g (V) C U) entonces podemos formar la
composicion fog:V CR™ = R, como (fog)(v)=f(g)),veV.

3.2 Regla de la cadena

Teorema (regla de la cadena): sea g : V C R™ — R™ una funcion definida en el conjunto abierto V de R™,
diferenciable en g € V. Sea f : U C R™ — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R™, tal que
g (V) C U, diferenciable en el punto g (xzg) € U. Entonces, la composicion fog:V CR™ — R es diferenciable
en xg y sus derivadas parciales son % (fog)(zo)=>1, gi (g9 (z0)) gfg’; (20), j=1,2,...,m.

3.3 Regla de la cadena: perspectiva general

Sea la funcién f: U C R™ — R™ definida en el conjunto abierto U de R", y sea x¢ € U. Se dice que esta funcién
es diferenciable en z( si existe una transformacion lineal f (zp) : R® — R™, llamada derivada de f en xq tal

que f(xo+h) = f(x0) + f (xo) h + r(h), donde limy,_,qo ITI(ThI? =0 (para h € R" tal que o + h € U). La matriz

a o

g (wo) - gt (x0)
de esta transformacion f (zq) : R" — R™ es : :

O fm Ofm

aj;l ($0) T aﬁn (xO)

Esta matriz de m x n se llama matriz jacobiana de la funcion f en zg y se denota J f(z). Esta es, entonces,
la derivada de la funcién diferenciable f en xg. En el caso de que m = 1, la matriz jacobiana se identifica de
manera natural con el vector gradiente de f en xg.

f f2

L . f3

—_— —
Ejemplo: sea f : R? — R? dada por f (z,y) = (sen (z +y) ,ze*t¥, 2 + y). f es diferenciable en todo su dominio,
y su derivada en el punto (0,0) esta dada por la matriz

%(070) %1(0»0) cos(x+y) cos(x+y) 11
Jf(0,0)= | 22(0,0) 22(0,0) | = | e (z4+1)  wert -1 0
20,00 %2 (0,0) ! ! r=0 L

y:



Teorema: Sea f: U C R™ — RP una funcién definida en el abierto U de R,y g : V C R™ — R una funciéon
definida en el abierto V de R™ tal que g (V) C U. Si g es diferenciable en zy € V' y f es diferenciable en
g (zg) € U, entonces la funcién fog: V C R™ — RP es diferenciable en z( y su derivada viene dada por la
matriz

J(f o g)(wo) = Jf(g(x0)) - Jg(x0)

3.4 Funciones Implicitas (I)

Teorema de la funcién implicita (ler versién): sea z = F(z,y), y sea (79,%) € R? un punto. Si:

a) I (xo,90) =0,

b) la funcion F tiene derivadas parciales continuas en un entorno de (xo,y0) y

c) %(Io,yo) 7# 0.

Entonces F (x,y) = 0 se puede resolver para y en términos de = y definir asi una funcién y = f () con dominio

en una vecindad de zg, tal que yo = f(z0), la cual tiene derivadas continuas en V que pueden calcularse como
’7 !’ 6l
y =f (2)=-2ZY 2 ev.

9L (z,y)

Nota 1: este teorema es de existencia, es decir, nos puede decir si existe una funciéon y = f(z) definida implici-
tamente por F' (z,y) = 0, pero no nos dice como se determina tal funcion.

Nota 2: este teorema es local. Nos asegura la existencia de la funciéon y = f(z), o nos asegura la posibilidad del
despeje de y en términos de z a partir de F' (x,y) = 0 solamente en las cercanias del punto (xo,yo). Fuera de
la vecindad V, el teorema no se responsabiliza por la existencia de la funcién f.

La ecuacion de la recta tangente a la curva F' (z,y) = 0 en (g, yo) esta dada por

oF

oF
9 (w0, yo) (x — x0) + oy (70,%0) (¥ — o) = 0.

La ecuacion de la recta normal a la curva F (z,y) = 0 en (zg, yo) esta dada por

OF oF

— (z T —x) — - (T - =0.

55 (%0:90) (z — o) a9 (z0,%0) (¥ — Yo)
Teorema de la funcién implicita (2da version): sea la funcion z = F(z1, 22, ..., Tn,y). Seap = (T1,T2,...,Zn,Y) €
R™*! un punto tal que F (p) = 0. Suponemos que la funciéon F tiene derivadas parciales %’i =1,2,...,ny
%—5 continuas en alguna bola B con centro en p y que %—z(p) # 0. Entonces F (x1,x2,...,%n,y) = 0 puede re-
solverse para y en términos de z y definir asi una vecindad V (de R™) del punto (Z7, 73, ..., %, ¥), una funcién
y = f(x1,2a,...,2,) la cual tiene derivadas parciales continuas en V que se pueden calcular con las férmulas:

OF

I5) Ti(xlvx21“~7wn7y)
Tﬂfi(xlax%n-awn) = m con (z1,Ta,...,x,) €V
Teorema de la funcién implicita (3ra versién): sean z; = F(z,y,u,v) y 22 = G(z,y,u,v). Sea p =
(70, Y0, uo,v0) € R* un punto tal que F (p) = G (p) = 0, las funciones F y G tienen todas sus derivadas parciales

continuas en un entorno de p, y que %((i’f)) (p) # 0. Entonces z; y 23 definen funciones implicitas u = 1 (z,y)

y v = pa(x,y), definidas en una una vecindad V de (zo,yo), las cuales tienen derivadas parciales continuas en
V que se pueden calcular con las formulas:

A(F,G) d(F,G) A(F,G) A(F,G)

Ou _ B@w) Ou _ Blyw) O Bux) O Bluy)
Or  0EG) 'y  0EG)dr  FEG’Hy  9FEG)
v O(u,v y O(u,v) r O(u,v) Y O(u,v)

Notacién: si X e Y son funciones de las variables = e y, se llama jacobiano de X e Y respecto de x e y, denotado

X 89X
XY\ _ oX)Y) ; IXY) _ Dxr Oy
por J ( xy) = ey al determinante 2wy — det | 5y &
ox oy
Teorema de la funcién implicita (4ta version): considere las n funciones u; = Fi(z1,. .., Tm, Y1, .-, Yn) COD

i=1,2,...,n.8eap=(T1,--,Tm>Y1,-- > Um) € R™™ un punto tal que F; (p) =0 coni = 1,2,...,n. Suponga
que F; tiene sus m + n derivadas parciales continuas en un entorno de p. Si el jacobiano W(p) £ 0,
entonces las expresiones F;(Z1,...,Zm,Y1,...,Yn) definen funciones implicitas y; = ¢;(x1,...,2m,) con i =
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1,2,...,n definidas en una vecindad V de (Z71,...,Tn), las cuales tienen derivadas parciales continuas en V que
O(F1,Fa,.., Fn)

Oyi __ 5(y1,«»-,yi71,zj,yi+1 aaaaa yn)
se pueden calcular como B, = By PP
9(y1,¥2,- Yn)
. .. . . . F(z,y,2)=0
Curvas como interseccion de superficies: dado el sistema de ecuaciones Gr,y.2) =0 y el punto
) K -

A = (x9,Y0,20)- Cuando:

1. F(A) =0y G(A) =
2. VF,VG € C! (E (A)

0,
)
3. VF(A) #£0y VG(A) #0,
el sistema define una curva C que pasa por A, y que admite recta tangente y plano normal en A, siendo
do = VF (A) x VG(A) el vector director de la recta tangente.

Superficies definidas en forma implicita: sea F (z,y,2) = 0 con F escalar y un punto A = (xq, yo, 20), tal
que:

1. F(A)=0
2. VF es C! en E(A),
3. VF(A4) #0,

Entonces F (z,y, z) = 0 es la ecuaciéon de una superficie que pasa por A y admite recta normal y plano tangente

en A. Ademas, se tiene que si %—f (A) # 0, entonces F' (z,y,z) = 0 define a z = f(x,y) en un entorno de A.

3.5 Funciones inversas

Si F: U CR? — R es una funcién tal que F (u,v) = (Z,7) y en un entorno de (u,v) las derivadas parciales
%, %, g—g, % de las funciones coordenadas de F son continuas (i.e. F es de clase C!), se tiene que siendo
el determinante de JF (u,7) # 0, entonces existe un entorno de (Z,%) en la que existe la inversa F~1 de la
funcion F, la cual tiene continuas las derivadas parciales de sus funciones coordenadas en el entorno, y su matriz

jacobiana es JF ! (z,y) = (JF (u,v))”" " donde (z,y) = (f (u,v), g (u,v)) € E((Z,7)).

(F~Y (2,y) = (F'(u,0)) "

Teorema de la funcién inversa: Sea F : U C R™ — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R™.
Sea F (p) =q, p= (z1,22,..-,Zn), ¢ = (Y1,Y2, - - -, Yn). Suponga que en un entorno B de p la funciéon F es de
clase C! y que el determinante JF(p) # 0. Entonces hay un entorno B’ en R™ de ¢ en la que se puede definir la
funcion inversa de F, F~1 : B — B, la cual es de clase C' y JF~1 (y) = (JF (z))”" donde y = F (z) € B’

4 Extremos de funciones de varias variables

4.1 Definiciones y ejemplos preliminares

Extremos relativos: sea f : U C R™ — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R"™. Se dice que
f tiene un méximo relativo o local en el punto xg € U si f (z¢) > f (z) para un entorno de zg. Se dice que f
tiene un minimo relativo o local sif (zg) < f(x) para un entorno de z.

Una condicion necesaria (pero no suficiente) para que la funcion f : U C R™ — R, diferenciable en T € U, tenga
en ese punto un extremo local es que todas sus derivadas parciales se anulen en Z. Esto es necesario ya que si
las derivadas parciales se anulan, el plano tangente en el punto es horizontal.

Extremos absolutos: dado S C D, f(xg,y0) es un maximo absoluto de los valores de f en S cuando Vz €
S —A{(xo,y0)} = f(z) < f(x0,y0)- f(x0,y0) serd un minimo absoluto cuando z € S — {(zo,y0)} — f(x) >
f (x0,0) - Se dice entonces que la funcién “alcanza un minimo/maximo” en (xo, yo). Su “valor” es f(xo, yo).

Punto critico: sea f: U C R™ — R. A los puntos T € U en los que podria haber extremos se los llama puntos
criticos. Hay de dos tipos:
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1. Puntos donde f no es diferenciable.

2. Puntos estacionarios: puntos donde f es derivable y Vf (p) = 0.

Punto silla: considere la funciéon f: U C R™ — R. Sea T € U. Si un entorno de T contiene puntos x tales que
f(x) > f (%) y puntos y tales que f (y) > f (%) se dice que T es un punto silla de la funcién f.
2
Hessiano: sea f : U C R" — R, y sea T € U. Suponga que las derivadas parciales de segundo orden %
1O
existen en Z. Al determinante de la matriz cuadrada y simétrica de orden n, se la llama hessiano de la funcién
fen Ty es tal que:

Esta matriz es simétrica.

Criterio del hessiano: sea (g, yg) un punto estacionario de una funciéon f. Entonces:

1. Si H (zo,yo) = 0, el criterio no da informacion.

2. Si H(Qﬁo,yo) 75 0:

Si H (z0,y0) >0y fur (20,50) > 0 = (20, o) es un minimo local.
Si H
Si H (zo,y0) < 0= (z0,yo) es un punto silla.

a
b
c

d

(z0,90) >0y f;w (z0,90) <0 = (20,y0) es un maximo local.

~— — ~—

En otro caso, (2o, yo) no es un extremo de f.

Para funciones continuas: Para analizar si el extremo encontrado es relativo o absoluto, puede verse la intersec-
cion entre el plano tangente en el punto (que es horizontal, con lo cual su ecuacién se reduce a z = f(zo,%0)) y
la funcién. Si no hay interseccion, el extremo es absoluto.

4.2 La férmula de Taylor de segundo orden

Férmula de aproximacién lineal: para una funcion f : R? — R, en un punto (z,y) € E (20, yo) vale que:

f(x,y) = f(zo,90) + fr(wo, yo) (@ — x0) + £, (0, 40) (¥ — o)

Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de un extremo local de una funcién f en un punto critico
de la misma se tendré que plantear con la ayuda de la formula de Taylor para la funcion f en un punto critico.

Polinomio de Taylor de primer orden: El polinomio de grado 1 de una funciéon z = f(x,y) con f € C! es
el polinomio que define a su plano tangente. El polinomio de grado 1 en el punto p es:

Pr = f zo,0) + 5 ()2 = 20) + 5 () 0= )

Polinomio de Taylor de segundo orden: si z = f (z,y) es una funcién C¥*! en un punto (g, o) se puede
aproximar f (x,y) en un entorno de (zg,¥yp) por un polinomio de grado k. El polinomio de grado 2 de una
funcion z = f(z,y) con f € C3 en el punto (xg,yo) es:

Pa(a,y) = f (w0,y0)+5E (p) (& = 20)+ 55 () (v —y)+- [(54) (@ —20)” +2 (£ ) (@ —20) (= w0) + (54 ) (= w0)’]

. k k . .
Nota: en (x,yo) se cumple que f (zg,y0) = P (2o, ¥y0), y ademas % (xo,y0) = %TI’: (zo,yo0) (i-e. las derivadas
de f en el punto son iguales a las derivadas de P en el punto). En un punto (z1,y;) cualquiera de un entorno

de (z0,yo) se cumple que f (z1,y1) = P (z1,y1), y no se puede decir nada acerca de las derivadas.
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4.3 Condiciones suficientes para la existencia de extremos locales

Teorema: sea f : U C R™ — R una funcién definida en el conjunto abierto U que tiene en T € U un punto
critico. Supongamos que en un entorno de T las derivadas parciales de f de segundo orden son continuas. Sea
H(Z) el hessiano de f en T. Entonces:

1. Si todas las submatrices angulares del hessiano tienen determinantes positivos, entonces f tiene un minimo
local en 7.

2. Si las submatrices angulares del hessiano tienen determinantes de signo alternado (comenzando con un
valor negativo, o sea % < 0), entonces f tiene un méaximo local en T.
1

4.4 Extremos condicionados

Teorema: sea f : U C R" — R una funcién de clase C! definida en U. Sean ¢1,92,...,9m : U CR"” = R, m
funciones de clase C! en U (m > n). Sea S = {x € U : g; (x) = 0,i = 1,2,...,m}. Sea 9 € S un punto de

extremo condicionado de f. Suponga que el determinante det (gﬁf (xo)) # 0 para un conjunto de m variables
J

x;, tomadas del conjunto de n variables {z1, x2,...,z,} de g;. Entonces existen m nimeros reales A1, A2, ..., A\p,
tales que se cumple:

Vi (w0) + > Ak - Vo (x0) =0
k=1
A los niimeros A, k= 1,2,...,m se les llama multiplicadores de Lagrange.
22 4y 422 =1

FEjemplo: Se quieren hallar los extremos de la funcion f (z,y, z) = zyz sujeta a las restricciones { vty tz=0

Formamos la funcion de Lagrange: F' (z,y, 2, A1, A2) = zyz+ A1 (x2 +y? 422 - 1) +X2(z+y+2) y consideramos
entonces el sistema:

%—I; =yz+2\x+A=0

%—5 =zz+2My+ X =0

%5 =xy+2Mz+2=0

g£=x2+y2+z2—120

g—i =z4+y+2=0
Luego, resolvemos el sistema para x,y, z y para los puntos obtenidos evaluamos en la funcién f.

Otro método:

Ejemplo: halle los extremos de f (z,y) = 3+2%+y? sujetos a la restriccion x2—|—%y2 = 1. Primero parametrizamos
la elipse de la restriccion: o (t) = (cos (t),2sin(t)) con 0 < ¢ < 27. Luego armamos h (t) = f (o (t)) = 3 +
cos® (t) + 4sin?(t). Hallamos los puntos criticos de h(t) derivando e igualando a cero, y luego utilizamos el
criterio de la derivada segunda: si h” (t9) > 0, to es un minimo, y si h” (t9) < 0 es un maximo. Para ver los
valores donde se alcanzan los méaximos y minimos, reemplazamos los valores de g en la curva.

4.5 Extremos absolutos en regiones compactas

Teorema: sea f : K C R™ — R una funcién real definida en el conjunto compacto K de R™. Si f es continua,
existen puntos xg, 1 € K tales que f (xo) > f(x)Vz € Ky f(x1) < f (2)Vz € K. Si ademés f es diferenciable,
se puede demostrar que los extremos absolutos de f ocurren:

1. En la frontera de K, 6

2. En puntos interiores de K, donde las derivadas parciales de f se deben anular.

Ejemplo: se quiere extremar la funcion f(z,y) = 2® + 3y* en la region K = {Z € R? : (x — 1) + y2 < 4}. En
principio, se localizan los puntos criticos de f dentro de K. Resolviendo f; =2y =0y f, = 6y = 0 se obtiene
el punto p; = (0,0) € K. Luego se determinan los extremos de f en la frontera de K. Para ello se resuelve el
problema de extremos condicionados de f sujeto a (x — 1)? 4 32 = 4. Para ello se forma la funcién de Lagrange
F(x,y,\) = 2% + 3y? + M\(2? — 22 + y? — 3) y se resuelve F/, = 0, F,=0y F\ =0.
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5 Curvas en el espacio

5.1 Introduccién. Limites y continuidad.

Una funcion vectorial de una variable real es una funcién del tipo f: I C R — R"™, la cual a cada nimero real
t € I le asocia un tnico valor f(t) en el espacio R™. Asi, podemos escribir f (t) = (scl(t),xQ(t)7 .. ,xn(t)) e R"
donde z; : I C R — R con ¢ = 1,2,...,n son funciones reales de la variable real ¢, llamadas funciones
coordenadas de la funcién f.

Limite: sea f : I C R — R"™ una funcion definida en el intervalo abierto I de R y sea ¢y un punto de I o un
punto frontera de I. Se dice que el limite de la funcién f cuando ¢ tiende a tg es L€ R"™, lo cual se escribe como
limy 4, f (t) = L si dado cualquier ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que t € I, 0 < [t —to| < d = |f (t) — L| < e.

Teorema: sea f : I C R — R™ como en la definicién anterior. Entonces lim;_,;, f (t) = L = (¢1,42,...,4,) € R"
si y solo si limy_¢, z; (t) = £;, donde f () = (@1(t), Ta(t), - - - Tn(t)) -
Continuidad: sea f : I C R — R” una funcién definida en el subconjunto abierto I de R y sea tg € I. Se dice

que f es continua en ¢y si limy_, f () = f(to)-

Teorema: sea f : I C R — R"una funcién definida en el intervalo abierto I de R, digamos que f(t) =
(xl(t), To(t)s - - - ,xn(t)). Sea ty € I, La funcion f es continua en tq si y solo si sus funciones coordenadas z; : I C
R — R lo son.

5.2 Caminos en R". Consideraciones y ejemplos preliminares

Una funcién f : I € R — R” continua, definida en el intervalo I de R, se llama
camino o trayectoria en el espacio R”. Si la funcién esté definida en el intervalo
cerrado I = [a, b], diremos que el punto f (a) € R™ es el punto inicial del camino,

y f(b) € R™ es el punto final de él. Si f(a) = f(b), diremos que el camino f es S
cerrado. Si la funcién f es inyectiva en I, diremos que f es un camino simple. Si .
se tiene que f(a) = f(b) y la funcion f restringida al intervalo [a,b) es inyectiva, C\?

diremos que f es un camino cerrado simple.

Traza: Se llama traza del camino f: I C R — R” al conjunto de las imégenes de
f, es decir: traza de f = {f (¢) e R*|t € [} C R".

Figura 5: Hélice de
ecuacion X(t) =
(4cos(t), 4sin(t),t).

Curva: Designaremos con la palabra curva (en R™) a la traza de un camino f : I C
R — R™. Si el camino f : [a,b] — R?, f (t) = (z4,y:) es simple, podremos decir que
la curva {f (t) € R? : t € [a,b]} es una curva simple. Una curva es plana si hay un
plano S tal que f(t) € SVt e I.

Curva suave: curva que no posee puntos angulosos. Una curva C representada por A : I — R™ A(t) =
(A1,...An) es suave si sus derivadas son continuas en el intervalo I y no son simultdneamente nulas, excepto
posiblemente en los puntos terminales del intervalo.

Curva suave a trozos: Una curva C' es suave a trozos si es suave en todo intervalo de alguna particion de I. O
sea que el intervalo puede dividirse en un namero finito de subintervalos, en cada uno de los cuales C' es suave.

5.3 Diferenciabilidad. Curvas regulares

Derivada: Sea f : I C R — R"™ un camino definido en el intervalo abierto I de R. Sea tq € I. Se define la
derivada de f en tg, denotada por f'(tg) o %(to) como el limite f’ (tp) = limp_o M cuando éste
existe. En tal caso se dice que el camino f es diferenciable en ty. Si la funcién es diferenciable en todos los
puntos tg € I, decimos que f es diferenciable en I. Tener en cuenta que la derivada f/ (to) es un vector de R™,
y ademads que éste es tangente a la curva en ty, y que apunta en direccion al recorrido de la curva.

Vector velocidad: Sea f: I C R — R"™ un camino diferenciable. Al vector f’(t) se le llama vector velocidad
del camino en el punto f (t) € R™.

Camino regular: Sea f : I C R — R3 un camino de clase C!. f es un camino regular si f’ (t) # 0Vt € I.

Recta tangente: Sea f: I C R — R3 un camino regular. La recta tangente a la curva en f(t) es la recta en
R3 que pasa por f(to) y tiene como vector director a uno paralelo a f'(¢y). Es decir:
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L: (z,y,2) =k (fi(to), £, (to), f2(to)) + (z(to), y(to), 2(to)) con k € R

Plano normal: para el camino f : I C R — R3 el plano normal a la curva correspondiente en f(t() es el plano
en R3 que pasa por f(tg) y tiene por vector normal al vector f (to). Este plano tiene como ecuacion:

of

O oyt~ 2 0)) + 2L (1) (v~ (10) + 2L (1) (2 — 2 ) =0

oy 0z

5.4 Reparametrizaciones

Sea f : [a,b] — R™ un camino regular. Sea k una constante positiva. Para recorrer la curva descrita por f, k
veces més rapido, podemos tomar la funciéon ¢ : [0, b’T"] — [a, b] dada por ¢ (s) = ks + a. La reparametrizacion
o, b*T“] — R"™, f(s) = (foyp)(s) = f(ks+ a). Si k es negativa, la reparametrizaciéon recorre f con una
velocidad en modulo & veces mayor, pero en sentido inverso al de f. Si k = —1, el camino f : [0,b — a] — R"
dado por f(s) = f(b— s) recorre la curva descrita por f con la misma velocidad -en médulo- de f, pero en
sentido inverso al de f.

5.5 Longitud de un camino

Rapidez: llamamos rapidez de un camino f : I C R — R"™ de clase C! en f(ty) al nimero no negativo || f/(to)]|-

Longitud de un camino: sea f : [a,b] — R™ un camino de clase C!. La longitud de f entre t = a y t = b,
denotada por £(f), se define como: £ (f) = f; Il @) dt

6 Ecuaciones diferenciales

6.1 Introduccién y definiciones

Ecuacion diferencial: una ecuacion se llama ecuacion diferencial si contiene derivadas o diferenciales de una
0 més variables dependientes de una o mas variables independientes.

Ecuaciéon diferencial ordinaria: son las ecuaciones diferenciales en las que figuran derivadas de diferentes
ordenes de la funcion desconocida y(x), que depende solo de una variable independiente.

Orden de una ecuacién diferencial: se llama orden de una ecuacion diferencial al de la derivada de mayor
orden que figura en dicha ecuacion. Ejemplo: el orden de la ecuacién y” + 1y’ = 22 es 2.

Ecuacién diferencial lineal: una ecuacion diferencial es lineal cuando es lineal en y(x) y en sus derivadas. Es
decir que los términos que contienen la funcion incognita y sus derivadas v/, 3", ...y ™ aparecen como combinacion
lineal de y,y/, ...y™). Su forma general es a;(x)y + az(z)y’ + ...+ an(z)y™ = f(z).

Problema de valor inicial: es el problema de encontrar una solucion de la ecuacion diferencial y' = f(z,y)
sujeto a una condicién inicial y(zp) = yo. Para que la solucién a este problema sea tunica, debe verificarse que
haya tantas condiciones iniciales como el orden de la ecuaciéon diferencial.

6.2 Ecuaciones de variables separables

Una ecuacion diferencial separable se puede escribir de la forma N(y)y’ = M(z). Esta ecuaciéon se puede
reescribir como N (y)dy = M (z)dz, e integrando ambos miembros se obtiene una solucion.

6.3 Ecuaciones homogéneas

Son de la forma y' = f(x,y), donde f(x,y) = f(tz,ty). Este tipo de ecuaciones se pueden resolver haciendo el
cambio de variables y = zz, donde z = z(x). Entonces reemplazamos y’ por z + xz’' y resolvemos.
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6.4 Ecuaciones lineales de ler orden

Sea la ecuacion y' + p(z)y = ¢(x). La solucién general de esta ecuacion diferencial se obtiene multiplicando
toda la ecuaciéon por el factor integrante de Lagrange: u(z) = el P@4dr  Entonces la ecuacion a resolver es

(u(x)y) = u(z)q(x).

6.5 FEcuaciones diferenciales exactas

Una ecuacion diferencial P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 se dice ser ezacta si exista una funcion f(z,y) tal que la
diferencial total de esta funciéon (es decir, df (z,y) = g—i (z,y)dx + g—?’; (z,y)dy) sea df (z,y) = P(x,y)dz +
Q (z,y) dy. En el caso de que la ED sea exacta, la ecuacion se puede escribir como df (z,y) = 0, de modo que
la familia de curvas en el plano f (z,y) = ¢ es la solucién general.

Se puede asociar la ED al campo vectorial ﬁ(m,y) = (Pa,y)> Q(a,y)), con lo que la propiedad de exactitud de

la ecuacion es equivalente a la propiedad del campo F' de ser conservativo. Es decir, la ecuacion es exacta si y

2 0Q _ 9P
solo si 3= = oy -

Factor integrante: algunas EDs no exactas se pueden convertir en exactas multiplicAndolas por un factor
adecuado. En general, para la ecuacién P (z,y) dx +Q (x,y) dy = 0 se dice que la funcién no nula p : U C R? —
R, de clase C¥, es un factor de integracion si la ecuacion pP (z,y) dx + uQ (x,y) dy = 0. En general, la funcién
wser = p(x) o = p(y), aunque también existen p = p(z,y) para ecuaciones mas complicadas.

Ejemplo: sea la ecuacion (3yz?) dx + (x® + sen(y)) dy = 0. Se puede ver que P, = @', con lo que resulta que la
——— —_———
P Q

ecuacion es total exacta. Entonces designamos F = (P,Q) = V¢, con lo que resulta el sistema

¢, = 3yx? (I) integrar | ¢ = yx® + g(y) (*)
¢y, = x> +sen(y) (1) ¢ = ya® —cos(y) + h(z) (#)

Derivando (*) respecto de y e igualando a (IT), se obtiene que ¢, = x® + g, = x® + sen(y), y despejando e
integrando se obtiene g(y) = —cos(y). Entonces la solucién general de la ecuacion es ¢ = yz® — cos(y) = c.

6.6 Trayectorias ortogonales

Trayectorias ortogonales: Dos familias uniparamétricas de curvas Fy(z,y,¢1) =
0y Fs(x,y,co) = 0 se dicen que son trayectorias ortogonales si todas las curvas
de una familia cortan perpendicularmente a todas las curvas de la otra familia. En
otras palabras, en cada punto de interseccién de ambas curvas la recta tangente al
punto de una curva es ortogonal a la tangente de la otra curva.

El procedimiento para hallar la familia de curvas F, ortogonales a una familia
Fy : y= f(x,c) es el siguiente:

1. Derivar la expresion de Fj respecto de z, obteniendo Fll sy = %.

2. Despejar ¢ de Fll, y reemplazarlo en F7. Figura 6: Circulos concén-
tricos (rojo) y rectas que

3. En la nueva expresion obtenida para Fj reemplazar y' por f%. pasan por el origen (azul).

4. Resolver esta nueva ecuacion diferencial.

Nota: cuando la familia F} viene dada de forma implicita (ejemplo: 2% + % = ¢) el
método es el mismo, pero se saltea el paso 2.
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7 Integrales de linea

7.1 Curvas en el espacio: Resumen de hechos importantes

Una funcién A : I — R™ continua, definida en el intervalo I, se llama camino en R™. El camino se escribe como
A= (A1,Aa,...,Ay). Si I =la,b], diremos que A (a) € R™ es el punto inicial del camino, y A (b) € R™ es el punto
final. Si A (a) = A(b) es un camino cerrado. Si A es una funcion inyectiva, es un camino simple. Si A (a) = A (b)
y la restriccion de A al intervalo [a, b) es inyectiva, es un camino cerrado simple. El camino se dice diferenciable
en ¢ cuando existe la derivada A (¢), la cual se define como A’ (t) = (2 (t),25 (t),...,x, (t)). En otras palabras,
A serd un camino diferenciable si y solo si sus funciones coordenadas son diferenciables. Al vector A’ () se le
llama vector velocidad. El camino diferenciable X : I — R™ es regular si A (t) # 0Vt € I.

7.2 Campos vectoriales

Campo vectorial: Una funcion del tipo F:U CR" — R" se llama campo
vectorial (en R™). Este campo asocia a cada punto z de U C R™ el vector F(z) de
R™. Se dice que el campo vectorial F = (Fy, Fs, ..., F,) es continuo (diferenciable,
o de clase C*) si todas las funciones coordenadas son continuas (diferenciables, o
de clase CF).

Lineas de campo: para tener imigenes geométricas de campos en R?, es ttil
considerar las lineas de campo. Para un campo F : R?2 — R?, una linea de campo
es una curva en R? cuya propiedad es que en cada punto de ella su tangente va

en direccion al campo F, es decir que F(A(t)) = X (t). En general, para un campo _s > > A << e« <
dey _ daxp _ — dzn
===

Propiedad: las lineas de campo de un campo vectorial F son perpendiculares a las

F:R" - R", las lineas de campo satisfacen que
Figura 7: Linea de campo
_ azul linea equipoten-
lineas equipotenciales (i.e. las curvas de nivel de la funcién potencial de F'). £ial (z'oZa) quip
Campo gradiente: sea f : U C R" — R diferenciable, podemos construir con ella
el campo vectorial gradiente de f, Vf : U C R™ — R", que asocia a cada punto

x € U el vector Vf (z) € R™.

7.3 Integrales de linea sobre campo vectorial

Integral de linea (circulacién): sea F:UCR" > R, F =
(F1, Fa,. .., F,) un campo vectorial continuo, y sea A : [a,b] = R", A =
(A1, A2, ..., A\,) un camino de clase C! tal que \ ([a,b]) C U. La integral
de linea del campo F alo largo del camino C, o la circulacién del
campo F alrededor de (o lo largo de M), se define como:

b 1
AF.dz:LF(A(t)).A(t)dt y

Cuando el camino A es cerrado, se suele usar la notacion 95)\ F-dl.

Una aplicacién: si F es la fuerza que actia sobre una particula mo- L

viéndose a lo largo de la curva, entonces la integral seria la cantidad

total de trabajo que realiza esa fuerza sobre la particula. Figura 8: Circulacién de un campo a
Propiedades: través de una hélice.

1. f_AF~d)\: —f/\F-d)\
2. Una integral de linea es invariante por reparametrizaciones del camino sobre el que se integra el campo F'.

3. Si F,G:U CR™ — R" son dos campos continuos y A : [a,b] — R™, A ([a,b]) C U, un camino de clase C!,
entonces [, (F +kG)-d\= [\ F-d\+k [, G-d\

4. Si A=A + Ay entonces [\ F-d\= [, F-d\+ [, F-d\
5. Si p es una reparametrizacién de A que conserva la orientaciéon entonces f“ F.dp= [, F-d\

6. Si pu es una reparametrizacion de A que invierte la orientacion entonces [, - du = — [, F - d\
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7.4 Independencia del camino, campos conservativos y funciones po-
tenciales

Sea F: U C R™ — R” un campo de clase C* (k > 0) definido en el conjunto abierto U C R™. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes (esto es, o son todas verdaderas o todas falsas):

1. F es el campo gradiente de una funcién ¢ : U C R™ — R de clase C**1, es decir, F= Vo

2. La integral [ A\ FdXalo largo de un camino A : [a, b] — R™ seccionalmente C' depende solamente del punto
inicial A (a) y final A(b) del camino X: [} Fd\=¢(b) — ¢(a)

3. La integral [, F d) alo largo de un camino A : [a,b] — R™ cerrado seccionalmente C! es cero.

4. El campo F es conservativo.

5. La funcién ¢ : U C R™ — R de clase C**! es la funcion potencial.

_ _
Condicién necesaria pero no suficiente para que un campo sea conservativo: sea F' : U C R* — R", F' =

(Fy, F,,...,F,) un campo de clase C*(k > 1) definido en el conjunto abierto U C R™. Si F es conservativo

entonces gf; (x) = gij (z) paraz € U, 1 <i < j < n. Es decir que la matriz jacobiana de F debe ser simétrica.

Nota: si la matriz es simétrica, el campo puede o no ser conservativo. Si no lo es, podemos concluir que no es
conservativo.

Propiedad: si la matriz jacobiana de F' es CONTINUA y simétrica en un U SIMPLEMENTE CONEXO, entonces
existe funcién potencial.

7.5 Integrales de linea de campo escalar

Sea f: U C R™ — R una funcion real continua definida en el abierto U C R™, y sea A : [a,b] — R™ un camino
de clase C! tal que A ([a,b]) C U. La integral de linea respecto a la longitud de arco de la funcién f a lo largo

del camino )\ es
b
/ fdi= / FO®) - [N )] dt
A a

donde dl = || N (t)|| dt es la diferencial de la longitud de arco del camino A.

Una aplicacién: conociendo la densidad lineal de un alambre en el espacio, digamos que dada por la funcion
p = p(z,y,2) (en gr/cm), y el camino C : [a,b] — R? en cuya imagen “se encuentra el alambre”, entonces su
masa total se calcula como M = fc pdl.

Propiedades:

1. Si f,g: U C R™ — R son dos funciones continuas definidas en el abierto U CR" y C': [a,b] — R™ es un
camino seccionalmente C', entonces fc (f+kg)-ds= fC f-ds+k fC g-ds

2. Seaf : U C R™ — R una funcién continua definida en el abierto U C R™. Sea A : [a, b] — R™ un camino de
clase C* tal que A ([a,b]) C U,y sea i : [¢,d] — R™ una reparametrizacion de X. Entonces [, fds = fu fds.

7.6 La perspectiva de la fisica

Trabajo: Sea F : U C R? (0 R?) — R2? (0 R3) un campo de clase C¥, k > 0, y sea A : [a,0] — R? (0 R?)
un camino seccionalmente C! cuya imagen est4 contenida en U. El trabajo que hay que realizar para llevar un
cuerpo de masa m del punto p = A(a) al punto ¢ = A(b) por el camino X a través del campo Fes

b
qu:/ﬁ-d)\:/ﬁ(A()) t)dt = m/ dt:%m
A a

Teorema del valor medio: sea una funcién continua f : U C R™ — R definida en el abierto U de R™, y un
camino de clase C! X : [a,b] — R", A([a,b]) C U, definimos el valor medio de la funcién f sobre el camino A,

comao:
= 1
= — dl = —— I\ ()] d
h=g |7 TG |dt/f ANOIR

El valor f es un tipo de promedio de los valores que toma la funcién a lo largo del camino \.

by (b)f— %m)x (a)f
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8 Integrales miultiples

8.1 Integrales dobles

Integral doble: sea f : Q C R? — R una funcién escalonada definida en el rectangulo Q de R2. Digamos que
Q esta dividido en nm subrectdngulos Q;;. Se define la integral doble de la funcién f(x,y) sobre el rectangulo

Q, como:
//Q f(z,y) dedy = Z Zcij (@i —zi-1) (Y5 — yj—1)

i=1 j=1

Notar que si f (z,y) = k para (z,y) € Q = [a,b] X [¢,d] se tiene fo fx,y)dzdy =k - (dreade Q). Si k > 0, el
valor de esta integral representa el volumen de un paralepipedo rectangular con base Q y altura k.

Teorema: si la funciéon f : Q C R? — R definida en el rectangulo Q = [a,b] X [c,d] es continua, entonces es
integrable, y la integral doble de ella sobre Q se puede calcular como

//Qf(amy) dxdyZ/cd </abf(:c7y)d:v> dyz/ab (/cdf(x,y) dy> dz

De forma geométrica, la integral doble de la funcion f(x,y) sobre Q es el volumen del paralepipedo cuya tapa
es la grafica de la funcion f(x,y) sobre Q. Consideremos el cuerpo 2 que queda limitado entre la gréfica de
f(x,y), el plano zy y el area limitada por Q. Entonces se tiene que:

fo f(z,y) dzdy = volumen de 2

8.2 Integrales dobles de funciones sobre regiones mas generales

Regiones del tipo (I) son regiones limitadas:

! 1. por la recta vertical x = a por la izquierda,

2. por la recta vertical x = b por la derecha,

| | 3. por la grafica de la funcion de z, y = g1 (x) por debajo,
: y=alx)
i 4. por la grafica de la funcion de z, y = go(x) por encima.

%

b

Regiones del tipo (II) son regiones limitadas:

1. por la recta horizontal y = ¢ por debajo,
2. por la recta horizontal y = d por encima,
3. por la grafica de la funcién de y, = hy(y) por la izquierda,

4. por la grafica de la funcién de y, = ha(y) por la derecha.

x

Regiones del tipo (IITI): son aquellas regiones que debemos dividir para verlas como la unién de varias regiones
de tipo (I) o tipo (II).

Sea f: R C R? — R. Si la region R es de tipo (I), es decir, si R = {(2,y) : a <2 < b, ¢1(x) <y < ¢a ()}
entonces la integral doble de f(x,y) sobre R se puede calcular como:

//R (2,y) dedy — / b ( /¢ t)) F ) dy> da.
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Si la region R es de tipo (II), es decir, si R = {(z,y) : 1 (y) <z < s (y), ¢ <y < d}, entonces la integral
doble de f(z,y) sobre R se puede calcular como:

d P2 (y)
) dxdy = s d dy.
/;fﬁvw rdy A (/l@)f@ry)x> y

Propiedades:

= Sila regi()n Resta subdividida en dos subregiones R, y Ry (es decir, R = RiURy), entonces [[, f (z,y) drdy =
Mg, f@y) dedy + [[5, f(z,y) dedy.

8.3 Cambio de variable en integrales dobles

Teorema: sea f : R C R? — R una funcién continua de las variables z,y definida en la region R C R?. Sea
F:R CR2SR, F (u,v) = (P(u,v)> Y(u,w)) una funcién que manda de manera inyectiva los puntos (u,v) € R’
en los puntos (z,y) € R del plano xy. Si F' € C! y la derivada F (u,v) es una matriz inversible para todo
(u,v) € R, entonces la formula de cambio de variables en integrales dobles es:

/ f:rydxdy—/R,f (u,v), ¥ (u,v)) - ‘8((315;‘dudv

En general, cuando en la region de integracion se presentan anillos circulares, y/o cuando en la funcion a
integrar aparezca de alguna forma las expresiones (a:2 + y2) , £ puede resultar conveniente intentar el calculo de

x = rcos()

la integral haciendo previamente el cambio a coordenadas polares: . En este caso, el jacobiano

y = rsin(f)

de la transformacién que aparece en la féormula de cambio de variables es a((z y)) = r. Entonces la férmula es

//Rf (@,y) dedy = //R [ (reos(6),rsin(9)) - r drdo

8.4 Aplicaciones de las integrales dobles

1) El volumen V encerrado entre una superficie z = f(x,y) (> 0) y una region R

en el plano zy es:
V=// [z, y) dedy
R

2) El area de una region plana R en el plano zy viene dada por una integral doble. |g

fix.y)

area (R) z/ dxdy
R

Figura 9: Volumen bajo la

3) Sea p(x,y) la funcion de densidad (=masa por unidad de area) de una distribu- gréfica de f(z,y).

cion de masa en el plano xy. Entonces la masa total de un trozo plano R es

M= [ ey dody

4) Centro de masa y momentos de figuras planas.

Momentos estéticos { ffRy p(x,y) drdy
My = [[px-p(x ) dxdy
(M, M,
CM = (z,y) = (Mv M>
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8.5 Integrales triples

Teorema: sea f : Q C R? — R una funcién continua definida en el rectangulo Q = [a,b] x [c,d] X [e, g] de R3.
Entonces f es integrable en @ y

//Qf(x,y,z) dzdydz = /ab/cd (/egf(m,y,z) dz) dydx

Las regiones que se pueden presentar seran, en general, subconjuntos de R? limitados por gréaficas de funciones
de dos variables. De modo més preciso, si R es una regiéon del plano zy, definamos 2 como:

Q={zeR*: (z,y) € R N ¢1(z,y) < 2 < da(w,y)}

donde ¢1, @5 son funciones continuas definidas en la regiéon R de R?. Mas atn, esta integral se calcula como

// flz,y,2 dmdde//l f(x,y, )dz] dxdy

La integral triple de f(z,y,2) sobre Q es la integral doble de una funcion £(z,y) sobre la regién R, la cual se
puede ver como la proyeccion de la region Q sobre el plano xy. Esta proyeccion se obtiene expresando el cuerpo
en funcion de las variables x,y. También se pueden considerar regiones R en el plano zz e yz.

8.6 Cambio de variable en integrales triples

Teorema: consideremos una funcién de transformacion de coordenadas F : Q' C R® — R3 del tipo F' (u,v,w) =
(2,9, 2) = (T(u0,0)s Y(u,0,0)> Z(uv,w)) - La formula de cambio de cambio de variables en integrales triples es:

// flz,y, 2 da?dydz—//ﬂlf uvw))' ((Z:g’w))

dudvdw

1. Coordenadas cilindricas: Son tutiles cuando aparecen cilindros o planos.

// f(x,y,2) dedydz = // f (rcos(0),rsin(0), z) - r drdfdz
Q o

2. Coordenadas cilindricas generalizadas:
// f(z,y,2) dedydz = // f(a-rcos(0),b-rsin(0),cz) - aber drdfdz
Q Q

3. Coordenadas esféricas:

// f(z,y,2) dedydz = // f (reos(0)sin(¢), rsin(0)sin(¢), rcos(¢)) - rsin(¢) drdfde
Q ’
4. Coordenadas esféricas generalizadas:

// f(z,y,2) dedydz = // f(a-rcos(0)sin(p),b- sin(f)sin(p), ¢ - rcos(¢)) - aber? sin(p) drddded
Q /

8.7 Aplicaciones de las integrales triples

V= ///Q drdydz
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1) Volumenes de cuerpos en el espacio:



2) Masa de cuerpos en el espacio. Sea d(z,y, z) la funcion densidad, y Q € R3. Entonces:

M= // d(z,y,z) dedydz = masa de Q
Q

3) Centros de masa y momentos de cuerpos en el espacio:

Moy = [[[ 2z - d(z,y, z) dedydz
Momentos estaticos = ¢ M, = [[[, v - d(z,y, z) dedydz

My. = [[Jq - d(w,y, 2) dedydz

Centro de masa = (7,7, 2) = (%27 A AT )

9 Integrales de superficie

9.1 Superficies simples

Una curva es un objeto unidimensional en R? o R3, es decir, una curva es la imagen
de una cierta funcion definida en un subconjunto I de la recta (espacio de dimension
1). De la misma manera, una superficie serd la imagen en R? de una cierta funcién que
estd definida en un subconjunto D de R? (que es bidimensional).

Superficie simple: sea S C R? una regién del tipo I y del tipo II en R2, y sea
f:SCR2 =R f(u,v) = (fi(ue) f2(uw) f3(uw)) una funcion inyectiva (para que
no haya puntos tales que f(p;) = f(p2) € K) de clase C!, de modo que los vectores
g—jjy % son linealmente independientes en todo (u,v) € S. A la imagen de la funcién
f, K = f(9), se le llama superficie simple. La region S, dominio de f, es una region
cerrada y acotada del plano R2.

Notacion: 0K es la frontera de K (0K = f(9S) con 9S la frontera de S, su dominio), Figura 10: Superficie
y Int K es el interior de de la superficie simple K, siendo Int K = f(Int S). simple.

Superficie regular: dada la superficie de ecuacién = F'(u,v) con (u,v) € D, se dice
que la misma es regular si F' es diferenciable y F),, F, # 0.

Superficie suave: dada la superficie de ecuacion = F(u,v) con (u,v) € D, se dice que la misma es suave si
es regular y F' € C. Intuitivamente, una superficie suave no tiene “esquinas”.

9.2 Orientacién de superficies

De manera general, una superficie K en R? se dira “orientable” si es posible decidir sin ambigiiedad cudl es cada
uno de los lados de la superficie, el “interior” y el “exterior”. Decir que una superficie K es orientable, significa
que podemos tener un campo de vectores normales a K, N : K — R3, de manera que los vectores normales
apunten en la direccién de uno de los lados de la superficie. Se requiere que este campo N sea continuo en K.

of
2f  Bf

Este campo es N (z,y,2) = w
du 7 dv

Para obtener un vector normal a una superficie, se utiliza la regla del pulgar: si imaginamos que caminamos
alrededor de 05, la superficie debe quedar a nuestra izquierda, y nosotros seriamos el vector normal .

Superficies definidas en forma implicita: tenemos una superficie S dada por z = 4 —z? y queremos obtener
un vector normal en un punto (g, %o, 20). Si tomamos F(z,y, z) = z — 4 + 2%, sabemos que la superficie S es
la curva de nivel 0 de F, y por lo tanto es perpendicular al gradiente de F', que a su vez es paralelo al vector
normal. Entonces VF = (22,0,1), y tenemos que el vector normal al punto es (2zg,0,1).
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9.3 Area de una superficie

Sea S = f(D) una superficie simple en R?® parametrizada por la funcién f : D C R? — R3. El area de la
superficie ¥ se define como la integral doble:

Area de S = //
D

Nota: el adrea de la superficie S es independiente de la parametrizacién que se tenga de ella.

of  of

EReE dudv

9.4 Integrales de superficie de campos escalares

Sea S una superficie simple parametrizada por la funcién ¢ : D C R? — R3) ¢ (u,v) = (é1, b2, d3). Sea
f 5 — R una funcion escalar continua definida sobre la superficie S. La integral de superficie de la funcién f

sobre S se define como: P 9
//gfdsz//gf(¢(u,v)) : Hai X ;J)H dudv

Nota: si f (z,y,2) = 1, la integral ffs fds no es mas que la definicion de area de la superficie S.

Una aplicacion: si la funciéon f representa la densidad de una sabana, la integral seria la masa total de la sdbana.

9.5 Integrales de superficie de campos vectoriales

Flujo: Sea S una superficie simple parametrizada por la funcién ¢ : D C
R? — R3, ¢ (u,v) = (¢1,d2,#3) la cual proporciona una orientacién que
coincide con la del campo continuo de vectores normales N : S — R3. Sea
F:U C R® = R3 un campo continuo definido en el abierto U de R3 que
contiene a S. Se define la integral de superficie de F sobre S, llamada flujo
de F a través de S, como:

//Sﬁ.dgz//Dﬁw(u,v)).(ging) e

Figura 11: Integral de superficie.
Nota: la integral es invariante por reparametrizaciones que no cambian la orientaciéon de la superficie S. Si

tomamos una reparametrizacién de S que cambie su orientacion, esto si se reflejard en un cambio de signo de
la integral.

Una aplicacién: si el campo vectorial F representa el flujo de un liquido, entonces la integral de superficie de F
representa la cantidad de fluido que fluye a través de la superficie S por unidad de tiempo.

10 Teoremas integrales

10.1 Grad., Div., Rot: las férmulas clasicas

Sea f un campo escalar y F= (P,@, R) un campo vectorial:

Oxq? Oxg? ’ Oy

V:(i o ... S)ER"
V- f=grad(f) = (5555 L)
V- F=div (F) = P, + Q, + B, = tr (J(F))

Vxﬁ:rot(ﬁ):(@_@ OR _ 9P @_Bi)
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V. -Vf=div(grad(f)) = g%’% + g%g +...+ g%{ = Laplaciano de f
Propiedades:

—

= div(rot(F)) =0
» rot(grad(f)) =0
= div (grad(f) x grad(g)) =0

Funcién arménica: se dice que la funcién f : U C R™ — R de clase C? definida en U, es armdnica si satisface
2
la ecuacion de Laplace V2f = 0. Es decir, si 21, &5 = 0.

i=1 awf

Funcién solenoidal: un campo vectorial F se dice solenoidal si div(ﬁ) = 0 para todo punto del dominio. La
integral de superficie o flujo de un campo solenoidal sobre cualquier superficie cerrada es siempre cero. Los
campos solenoidales no tienen ni puntos fuentes (div(F) > 0) ni puntos sumideros (div(F') < 0).

Funcioén irrotacional: un campo vectorial F se dice irrotacional si rot(ﬁ) = 0 para todo punto del dominio.
Un campo es irrotacional si y s6lo si su matriz jacobiana es simétrica en un dominio CONVEXO. Esto quiere
decir que el campo es conservativo, y por lo tanto admite funcién potencial, por lo que la integral de linea sobre
cualquier curva cerrada es cero siempre.

10.2 Rotor de un campo vectorial

Rotor: sea F : U C R3 — R3, F = (Fy, Fy, F3) diferenciable, definido en U. Se
define el rotor (o rotacional) de F en el punto p € U, como:

rot(F) = det

k
5| (az«g OF, OF, 0F; OF; 8F1>
oz A 9. 9. 9. A 9.,
Fs

S
e

Geométricamente, el rotacional de F es un vector que apunta al eje de rotaciéon, y
su longitud corresponde a la velocidad de rotacion.

Figura 12: El rotor de un Un resultado importante es que una condicién necesaria para que el campo F:UC

campo (en verde). R3 — R3 sea conservativo es que sea irrotacional: rot (13 (p)) = 0Vp € U. Entonces

se tiene: F' conservativo = F’ irrotacional. La reciproca se da solamente en el caso
de que U sea un conjunto simplemente conexo.

Nota: el concepto de rotacional se puede aplicar también a campos de R2. Sea F= (P, Q), se define el rotacional

de F' como rtc(l*:") = Q) — P,. Nétese que este es un valor escalar.

10.3 Divergencia de un campo vectorial

Divergencia: sea F : U C R" — R", F (Z) = (F1, Fa, ..., F,) un campo diferencia-
ble definido en el abierto U de R™. Se llama divergencia de F a:

= 0Fy O0F, 0F,

div(F) = — 4+ — 4+ ...+ —

“)( ) 8$1 + 81’2 + + a%n

Si el campo vectorial F representa el flujo de un liquido, entonces la divergencia de F
representa la expansion o compresion del fluido. Es una medida del “flujo” por unidad
Figura 13: Divergencia de area del liquido a través del punto p.

positiva.

10.4 Teorema de Green
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Hipotesis:

1. F € C* en todo punto de D y de dD

2. D es una region compacta de R?

3. 0D es una curva cerrada, suave a trozos, recorrida en sentido positivo

Teorema: sea F : U C R2 — R2, ﬁ(m,y) = (P,Q) un campo de clase C' definido en U.
Sea D C U una region plana con su frontera una curva cerrada positivamente orientada (contrario a las agujas

del reloj). Entonces:
- 0Q OP
F~dl:// <> dxd
ygfw p \ Oz dy Y

Una aplicacion: si F = (P, Q) es tal que Q', — P, =1, entonces §, ., F.ds= If;, dzdy = éarea de D.

10.5 Teorema del rotor (Stokes)
Hipétesis:

1. F € C' en todo punto de S y de 89

2. S es una superficie abierta, suave a trozos, simple, parametrizada por una funcién
de clase C?

3. 0S5 es una curva cerrada simple, suave a trozos, y esté recorrida en sentido positivo
respecto a la superficie

Teorema: sea S una superficie simple orientable, parametrizada por ¢ : D C R? — R3
de clase C?, la cual proporciona la orientacién de S, y sea S su frontera recorrida positivamente. Sea F : U C
R3 — R3 un campo vectorial de clase C' definido en U que contiene a D. Entonces:

§£ F.dl = // rot(F) - ds = // rotF (¢(u,v)) “Ngy(up) dudv
a5+ 5 S

El teorema del rotor es una generalizacion del teorema de Green. Es importante destacar que para el calculo de
la circulacién de una curva C' podemos elegir cualquier superficie S que tenga como borde a C', y obviamente nos
conviene elegir la superficie méas “sencilla” posible. Ejemplo: si C' es un circulo, S podria ser una circunferencia.

10.6 Teorema de la divergencia (Gauss)
Hipotesis:

1. F € C* en todo punto de W y de OW
2. W un cuerpo compacto de R3

3. OW suave a trozos y orientable, con sus normales hacia afuera

Teorema: sea W un cuerpo de R? y sea W la frontera de W, una superficie orientada con sus vectores normales
apuntando hacia el exterior del solido. Si F: U C R® = R3, F(z,y, z) = (F1, F2, F3) es un campo vectorial de
clase C' definido en el abierto U que contiene a W, entonces:

# F.ds= /// div(F) dadydz
1% w

El integrando de la integral triple puede pensarse como la expansion de un fluido. El teorema de la divergencia
dice que la expansion total de un fluido que esta dentro de un cuerpo W es igual al flujo total del fluido que
sale por la frontera del cuerpo W.
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