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Prefacio

En esta tesis se realizan estudios de fenémenos cooperativos desde tres enfoques
distintos, mediante modelos de Mecénica Estadistica, modelos de Contagio y modelo
de Cadenas de Eventos Raros. En el primer caso, se desarrolla una ecuacién de estado
del Argoén solido con vacancias aplicando ditintos potenciales intermoleculares. Se
obtienen las curvas de sublimacién y fusién a partir de la creacién de vacancias en
el estado solido. Se demuestra la concordancia de la teoria con los experimentos, aun
a las muy altas presiones alcanzadas en la actualidad. Se demuestra que la teoria es
consistente con la no existencia de punto critico en la transicion solido liquido y se
deduce la ecuacién de Simon. En modelos de contagio, se analiza el modelo de Polya
y el modelo de Cernuschi & Saleme, se obtienen las propiedades asintéticas de este
ultimo. En el modelo de Cadenas de Eventos Raros, se aplica el modelo original a
un estudio de colas y en confiabilidad. Se extiende el modelo original y se aplica este
desarrollo en Confiabilidad en Software.

Palabras clave: Ecuacién de estado, vacancias, potenciales intermoleculares, sub-
limacion, fusion, ecuacion de Simon, modelo de Polya, modelo de Cernuschi & Saleme,

Cadena de Eventos Raros, procesos de Cola, confiabilidad, confiabilidad en software.



Preface

In this work, studies on cooperative phenomena under three different aproches are
made. Models from Statistical Mechanics, Contagion and Chains of Rare Events are
used. In the first case, an equation of state of solid Argon with vacancies using different
intermolecular potentials is developed. Sublimation and fusion curves based on the
vacancies production phenomenon are obtained. Several theoretical thermodynamical
parameters are compared with the experimental ones showing good agreement, even
at the high pressures and temperatures reached at present. The consistency of the
theory with the non existence of the critical point in melting is also demostrated.
Besides that, a theoretical deduction of the empirical Simon equation is presented. In
contagion models, the Polya and the Cernuschi & Saleme urn models are developed
and the asymptotic properties of the last one are obtained. The Chains of Rare Events
is applied to a queuing process and a reliability study. The original model is extended.
The last result is applied in software reliability and it is compared with several other
models.

Keywords: Equation of state, vacancies, intermolecular forces, sublimation, fu-
sion, Simon equation, Polya urn model, Cernuschi & Saleme model, chains of rare

events, queuing processes, reliability, software reliability.
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Capitulo 1
Introduccion

En esta tesis se realizan estudios en Mecéanica Estadistica, modelos de contagio y
modelo de Cadenas de Eventos Raros.

En Mecanica Estadistica se estudian fenémenos de tipo cooperativo, es decir
fenémenos en los cuales intervienen sistemas, entre cuyos elementos existe una en-
ergia de interaccion que no puede ser despreciada respecto de la energia individual
de cada elemento, [38], [141]. Las herramientas matemdticas mas importantes para
su estudio, provienen de la Mecanica Estadistica. Si bien las teorias de los gases y
los sélidos han progresado notoriamente, las teorias de liquidos y los cambios de fase
estan en constante progreso. Una teoria de liquidos que ajusta razonablemente bien
el valor del punto critico en la transicion liquido-gas, fue originalmente propuesta en
[27]. Esta teorfa, conocida como teorfa de agujeros en liquidos, fue luego continuada
en [28], y [29]. También fue comentada en [7], [83], [125], [133], [84], [51], [114]. Luego,
considerando que los agujeros se forman en el estado sélido y su concentracién es
funcion de la temperatura y la presion, se formul6 una teoria para solidos de manera
de obtener una ecuacién de estado que incluya la concentracién de vacancias, [33],
[34], [37]. Posteriormente, F. Cernuschi desarrollé una teorfa para la fusién basada en
la creacion de vacancias en sélidos, [35].

En cuanto al estudio de los principios y aplicaciones de la Mecanica Estadistica, se
continta con el desarrollo de la teoria de fusién basada en la produccién de vacancias.

También, se obtienen las propiedades del cambio de fase solido-gas. Estos modelos se
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basan en la teoria de adsorcién de gases por superficies desarrollada en [25] y en la
teoria de agujeros en liquidos, propuesta originalmente por F. Cernuschi y H. Eyring,
27].

La produccién de agujeros en el estado sélido ha sido objeto de estudio tanto
tedrico como experimental, [69], [79], [102], [108], [140]. Sin embargo, en las distintas
teorias formuladas para obtener la ecuacion de estado del Argén sélido, no aparece
como variable la concentracion de vacancias.

En un trabajo previo, [33], F. Cernuschi y D. Banchik propusieron la inclusién de
la concentracion de vacancias en el modelo propuesto por Guggenheim y Mc Glashan,
[72]. Este modelo considera la aproximacion de Einstein para las vibraciones del cristal
y un término de anarmonicidad que introduce una perturbacion de primer orden. Mas
tarde, F. Cernuschi, J. C. Grangel y E. Horjales continuaron el trabajo anterior y
utilizaron el potencial de Morse, [34]. En el desarrollo de esta tesis, se hace un estudio
de este modelo y se comparan los resultados obtenidos con datos experimentales
a bajas y muy altas presiones alcanzadas en la actualidad. Asimismo se emplean
distintos potenciales con el objeto de compararlos y se incluyen algunos que han sido
propuestos recientemente en la bibliografia. Se demuestra que el modelo da buenos
resultados a las muy altas presiones alcanzadas actualmente y con varios potenciales.

Utilizando el concepto de produccién de agujeros en el estado sélido, se obtienen las
curvas de sublimacion y fusion, asi como también otros parametros termodinamicos de
estos cambios de fase. Ademas, con el modelo propuesto mas una hipétesis adicional
sugerida por F. Cernuschi se demuestra que este modelo es consistente con la no
existencia de punto critico en la transicién sélido-liquido.

En 1937, F. Simon realiz6é un ajuste de curvas con datos experimentales de fusion
y encontré una relacién P = P(T'), que es funcién de tres constantes caracteristicas
de cada sustancia, [143]. Esta funcién ajusta muy bien para los gases nobles y algunos
metales. A partir de ese momento, se realizaron intentos para deducir teéricamente
esta ecuacion a partir de principios basicos, muchas de estas deducciones tienen en
cuenta la ecuacién de Lindemann, [54], [135], [55], [5], [95], [96], [138], [142], [139],
[159]. En este trabajo, la ecuacién empirica de Simon es deducida tedricamente a

partir del concepto de creacién de vacancias en solidos, junto con la hipdtesis adicional
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mencionada anteriormente. Esta deduccion no hace uso de la ecuacién de Lindemann.
Ademas, se obtiene una relacién entre las constantes de la ecuacion de Simon y
los pardmetros del potencial de Lennard-Jones, la cual se verifica para los valores
experimentales de estos parametros.

De esta manera, los modelos tedricos formulados para la produccion de vacancias
en soélidos, se comparan ampliamente con los resultados experimentales obtenidos
para el Argén sélido y para los cambios de fase sélido-liquido y sélido-gas en los gases
nobles. Dado el buen acuerdo entre los valores tedricos y experimentales, se concluye
que los modelos formulados resultan muy satisfactorios.

El interés de los modelos de contagio originalmente fue el estudio de la propagacion
de enfermedades contagiosas. Esto dio lugar a la formulacion de modelos matematicos
adecuados. Estos modelos se denominaron modelos de contagio. Dado que la proba-
bilidad de que se contagien dos especimenes de la poblacién estudiada implica una
relacion entre ellos, estos procesos constituyen un caso especial de fenémenos coop-
erativos. En fenomenos de contagio, importantes resultados se han obtenido a partir
de la elaboracién de modelos probabilisticos adecuados, tales como los modelos de
urnas, la composicion de distintas distribuciones de probabilidad denominadas dis-
tribuciones compuestas, etc., [56], [60], [74]. Recientemente, los modelos de contagio
han sido aplicados en comunicaciones y procesamiento de imdagenes, [2], [3], [9]. De
esta manera, asi como los métodos de la Fisica han sido aplicados para resolver otros
casos de fenémenos cooperativos, los modelos utilizados para resolver casos de conta-
gio, podrian ser aplicados en Fisica. En particular, esto podria dar buenos frutos en
el analisis de cambios de fase, el cual ha sido siempre un tema de dificil tratamiento.

El modelo de urnas para contagio mas difundido, es el modelo de Polya, [60],
(73], [88], [109]. Distintos casos limites del modelo de Polya han sido considerados,
(73], [88]. Uno de estos casos limites conduce a la distribucién binomial negativa.
Importantes discusiones se originaron cuando Greenwood y Yule demostraron que
esta distribucién puede obtenerse también como una Poisson mezclada, esto es, una
distribucion de Poisson cuyo parametro es una variable aleatoria con una densidad
gamma. También se demostré que la binomial negativa puede obtenerse como una

distribucion de Poisson Compuesta. De esta manera, una misma distribuciéon puede
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obtenerse a partir de un proceso de contagio o no. Esto serd analizado posteriormente.

También, el proceso estocdstico de Polya ha sido extensamente tratado en la bib-
liografia. Este se obtiene considerando que las extracciones en la urna se realizan
a intervalos dados de tiempo, cuando estos intervalos tienden a cero, se obtiene el
proceso de Polya. Este proceso es un proceso de nacimientos puro no estacionario,
[60].

El modelo de urna de Polya posee dos caracteristicas principales, una extraccion
altera las probabilidades de todas las extracciones futuras, y ademads, esta alteracion
es realizada de la misma manera, cualquiera sea el color de la bola extraida.

Félix Cernuschi y Ernesto Saleme propusieron un modelo alternativo de urna
para contagio, el cual no presenta las dos caracteristicas mencionadas, [32]. Este
modelo puede ser aplicado a fenémenos en los cuales la caracteristica de un elemento
dado, depende del estado del sistema en un instante de tiempo inmediato anterior,
en lugar de depender de la historia previa. Por ejemplo, el estado del tiempo en un
dia determinado no depende del estado del tiempo de todos los dias anteriores del
ano, o en un incendio forestal, la probabilidad de que un arbol se incendie depende
en mucho mas medida del estado de los arboles cercanos. Este ultimo caso es muy
estudiado en fenémenos del tipo de percolacién [150], consideramos que el modelo de
Cernuschi & Saleme puede ser de utilidad en los fenémenos de percolacion.

También, otro modelo de urnas para contagio con caracteristicas distintas a los
mencionados fue propuesto por F. Cernuschi y L. Castagnetto, [30].

En el desarrollo de esta Tesis, se realiza un andlisis de los modelos de contagio,
se estudia el modelo de urna para contagio de Polya y se hace un desarrollo analogo
para el modelo de Cernuschi & Saleme. Este desarrollo permite comparar mejor ambos
modelos de contagio. De esta manera, se obtiene la distribucion asintotica del modelo
y se demuestra que es una Poisson compuesta con una variable aleatoria que sigue
una ley geométrica. Ademas, se obtiene el proceso estocastico de Cernuschi y Saleme
y se demuestra que es un proceso de Poisson Compuesto, a diferencia del proceso de
Polya.

La distribuciéon binomial negativa, que es la que se obtiene como distribucion

asintotica del modelo de Polya, fue analizada en el contexto del modelo de Cadenas
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de Eventos Raros en [30]. De la misma manera, se analiza la distribucién asintética
del modelo de Cernuschi y Saleme como una Cadena de Eventos Raros.

La distribucién binomial negativa fue obtenida por Liiders considerando eventos
de Poisson independientes, cuyos parametros se relacionan siguiendo una cierta ley,
[106]. Este desarrollo en procesos de Poisson independientes donde se considera que
los eventos se producen con distinta multiplicidad, fue generalizado por Cernuschi y
Castagnetto y denominaron a este desarrollo Cadena de Eventos Raros, [31]. En el
trabajo mencionado, se considera una ley distinta de la propuesta por Liiders para
relacionar los pardametros de las distribuciones de Poisson, con el objeto de estudiar
otro tipo de fenémenos, y se aplica el método de “steepest descent” para obtener los
términos del desarrollo en serie de la funcion generadora de probabilidad. Dado que
este modelo tiene en cuenta que los eventos se producen con distinta multiplicidad,
resulta muy til para modelar fenémenos cooperativos y procesos de contagio.

Analizando las caracteristicas del modelo de Cadenas de Eventos Raros, se encon-
tré que el mismo resulta aplicable en casos donde hay un salto entre la probabilidad
del evento cero y la probabilidad de eventos de orden mayor. Este tipo de fenémenos
se presenta en produccién de fallas y procesos de cola. Esta caracteristica hace que
el modelo de Cernuschi & Castagnetto resulte valido para estudios de confiabilidad y
teoria de colas. De esta manera, el modelo es aplicado a datos reales de produccion
de fallas y procesos de cola. Los resultados que se obtienen son muy satisfactorios,
comparados con otros modelos propuestos en la bibliografia.

En este trabajo, se propone una generalizaciéon del modelo de Cadenas de Eventos
Raros introduciendo una nueva variable. Con la introduccién de esta nueva variable se
demuestra que el modelo propuesto en [30], puede ser analizado como una distribucién
de Poisson Compuesta por una distribucion de Poisson Truncada en Cero. Alternati-
vamente, este modelo también puede ser analizado como una distribucién de Poisson,
compuesta a su vez por otra distribucién de Poisson, [30], [56]. Se demuestra que
en general, cualquier distribuciéon de Poisson Compuesta con una variable aleatoria
discreta x, puede expresarse como una distribucion de Poisson de pardmetro distinto
a la anterior compuesta por una variable aleatoria truncada en cero, y viceversa.

La introduccién de la nueva variable en el modelo de Cernuschi & Castagnetto,



CAPITULO 1. INTRODUCCION 6

permite contabilizar la cantidad de grupos de eventos, donde cada grupo es un tinico
evento, independiente de la multiplicidad. Este tipo de agrupamiento, acontece en
el estudio de fallas en software. El estudio de confiabilidad en software ha sido muy
estudiado desde hace tres décadas, y se han propuesto muchos modelos, los cuales
se ajustan a distinto tipo de datos. En el caso de produccion de fallas en software,
las fallas vienen dadas agrupadas en intervalos de tiempo. De acuerdo a lo explicado
anteriormente, el modelo de Cernuschi & Castagnetto puede verse como una Poisson
Compuesta con una Poisson Truncada en Cero. Aplicando este modelo a la produccién
de fallas en software, los grupos de fallas siguen una ley de Poisson y el nimero de
fallas en cada grupo sigue una ley Poisson Truncada en Cero. Si bien se han estudiado
varios estimadores para el parametro de la probabilidad de Poisson Truncada en Cero,
se propone estimar por la moda de la distribucion, y se demuestra que es el que da
mejores resultados. Esta aplicacién da resultados muy satisfactorios, como resulta de
la comparaciéon con otros modelos utilizados, sobre varios sistemas.

Los modelos matematicos mencionados, tienen en comun el concepto de interac-
cién, ya sea como energia o como una correlacion entre variables aleatorias deter-
minada por una probabilidad condicional. Este punto en comun, queda evidenciado
por las aplicaciones de los modelos de la Mecanica Estadistica en procesamiento de
Senales e Iméagenes, o las recientes aplicaciones del modelo de contagio de Polya en
Reconocimiento de Imagenes y en comunicaciones.

En Fisica, bajo el concepto de fendmenos coperativos se estudia una gran variedad
de fenémenos, tales como el sistema de particulas que compone una determinada
sustancia en cualquiera de sus tres estados de agregacion, aleaciones, ferromagnetismo,
ete.

En Ingenieria, la interaccién entre los elementos del sistema puede darse en muchos
casos, por ejemplo en el procesamiento de senales e iméagenes por la relacién entre
pixels de la imagen o los puntos de una senal en el tiempo; en estudios de confiabilidad,
considerando que la falla de un componente de un equipo puede inducir la falla de
otro componente; en redes neuronales, considerando la interaccion entre los nodos de
una red neuronal, etc.

Los métodos que han sido empleados para analizar fenémenos de interaccién han
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sido variados, en la Fisica, se emplean las leyes de la Mecénica Estadistica y se for-
mulan las aproximaciones adecuadas segin el caso en estudio. Por otro lado, como
una linea de investigacién separada de la Fisica, se obtuvieron importantes resultados
matematicos con el estudio de procesos autoregresivos y campos aleatorios Marko-
vianos, [18], [19], [112]. Sin embargo, un importante teorema permitié demostrar
la equivalencia de campos aleatorios Markovianos y aquellos fenémenos gobernados
por la distribucién de Gibbs, [70], [148]. De esta manera, el concepto de energia de
interaccién entre los elementos del sistema resulta equivalente a una probabilidad
condicional entre las caracteristicas de los elementos. Esto permite englobar un gran
nimero de casos en el concepto de fenémenos cooperativos, e incluso aplicar los méto-
dos de la Mecéanica Estadistica en otros campos, tales como procesamiento de senales
e iméagenes y redes neuronales. Una de las primeras aplicaciones de los modelos de
la Mecanica Estadistica en la restauracion de imagenes fue desarrollada por Stuart
y Donald Geman, [66]. también, la distribucién de Gibbs fue utilizada con distintas
funciones de potencial en el procesamiento de imagenes de tomografias computadas,
[80]. La conocida propiedad en Fisica de encontrar el minimo de la energia libre de
Helmholtz para determinar estados de equilibrio, fue utilizada en el diseno de filtros
LMS, [122]. También, los métodos aplicados en cambios de fase han sido utilizados
en agrupamiento o ¢lustering”, [129]. En la actualidad, son muchos los trabajos en
los que se utiliza la Mecénica Estadistica en estos campos.

Otra aplicacién de la equivalencia entre procesos de Markov y procesos de Gibbs,
ha sido utilizada para el analisis del modelo de Ising de un ferromagneto utilizando
Cadenas de Markov, [11].

En general, podria decirse que el concepto de fenémenos cooperativos implica sis-
temas en los cuales los elementos que los componen poseen caracteristicas que los
relacionan. Esto involucra un gran nimero de casos ademas de los estudiados en
Fisica, tales como las caracteristicas de una poblacion dada, la propagacién de enfer-
medades contagiosas, el estudio de parcelas de campos, procesos de cola, produccion
y propagacion de fallas, procesamiento de imagenes, etc.

Los estudios en Mecanica Estadistica realizados en esta tesis, podrian aplicarse

también en procesamiento de Imagenes. Por ejemplo, la ecuacion de estado del Argén
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solido y el estudio de los potenciales de interacciéon podrian utilizarse para modelar
la interaccién entre pixels de una imagen, y obtener asi una distribucion a priori de
los datos. Asi como también la teoria de cambios de fase que se desarrolla podria
aplicarse en reconocimiento de texturas y agrupamiento de datos o “clustering”.

Las aplicaciones de los modelos de la Mecanica Estadistica en areas fuera de la
Fisica deben realizarse con cuidado, ya que en Fisica las leyes de la Mecanica Es-
tadistica se ajustan a los principios de la termodinamica, mientras que principios
analogos a los de la termodinamica no han sido formulados todavia en las otras areas
de aplicacion, tales como en procesamiento de senales e imagenes. Por ejemplo, el
criterio de encontrar el minimo de la energia libre de Helmholtz se obtiene a partir
de los principios de la termodindmica. Como se ha mencionado, este criterio ha sido
aplicado en el diseno de filtros LMS, [122]. En la medida en que no existan en proce-
samiento de senales principios fundamentales de los cuales se obtenga este criterio,
como acontece en Fisica, este resultado, si bien importante, requiere de una mejor
justificacién. Algo asi como lo desarrollado por Jaynes con el método de maxima en-
tropia, [87]. Este mismo andlisis cabe para la aplicacién de los conceptos de cambios
de fase en ¢lustering”, [129]. Otro ejemplo, como es bien sabido en Mecénica Estadisti-
ca, se demuestra que el factor que multiplica el potencial en la distribucién de Gibbs
es la inversa de la temperatura. Este factor resulta ser un parametro indeterminado
en procesamiento de senales e iméagenes, y estd normalmente asociado al ruido. Un
paso importante en el andlisis de este parametro fue realizado por T. J. Hebert y R.
Leahly relacionandolo a la varianza de los datos, [80].

Por todo lo expuesto, los estudios realizados en esta tesis, permiten avanzar en
el sentido de unificar varios fenémenos y modelos matematicos en un tratamiento

general. Esto permitiria generalizar el concepto de fenémeno cooperativo.



Capitulo 2

Fenémenos Cooperativos en

Mecanica Estadistica

Los fenémenos cooperativos en Mecanica Estadistica han sido utilizados para es-
tudiar el comportamiento de los liquidos, aleaciones, ferromagnetismo, adsorcién de
gases por superficies, cambios de fase, puntos criticos, etc. A pesar de que se han
obtenido grandes progresos y se han estudiado durante muchos anos, todavia quedan
por explicar muchos fenémenos para dar cuenta de ellos cuantitativamente, de man-
era que los valores tedricos concuerden con los experimentales. F. Cernuschi y sus
colaboradores realizaron importantes contribuciones a la teoria de liquidos y cambios
de fase a partir del concepto de creacién de vacancias en sélidos, [27], [28], [29], [35],
[36], [39], [40], una interesante revisién de varias teorias ha sido realizada en [3§].
También, sobre la base de creacion de vacancias, se obtuvieron las propiedades del
Argén solido, [33], [34], [37]. Seguidamente, se contintia el desarrollo del modelo sobre
la creacion de vacancias en el Argén sélido, se prueba el comportamiento con varios
potenciales, se obtienen las propiedades de los cambios de fase solido-liquido y sélido-
vapor sobre la base de este fenémeno, se deduce tedricamente la ecuacién de Simon
y se demuestra la consistencia de la teoria con la no existencia de punto critico en la

fusién.
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2.1. Teorias Acerca de la Fusion y Mediciones Ex-

perimentales

El estudio de los cambios de fase de primer orden, y en particular de la fusion, ha
sido una importante rama de investigacién en Fisica. Una de las primeras mediciones
sobre la variacién del punto de fusién con la presion, fue realizada en 1826 por Perkins
con acido acético, [121], [5], alcanzando 1100 atmdsferas. Més tarde, en 1834 Clapey-
ron derivé la ecuacién que relaciona la pendiente de la curva de cambio de fase con la
temperatura y el cambio de entropia, [43], pero es en 1850 que Clausius establece las
bases tedricas para la deduccién de la conocida ecuacion de Clausius-Clapeyron, [44].
También, los hermanos J. Thomson y W. Thomson, realizaron diversas investigaciones
tedricas y experimentales en 1849, [157], [158].

Por otro lado, la existencia de un punto critico en el cambio de fase sélido-liquido
fue un importante interrogante planteado décadas atras, [23], [55], [65], [159]. Recien-
temente, esto fue analizado en [41]. En recientes mediciones de la fusién del Argén
solido se han alcanzado presiones del orden de 60.000 atmdsferas, lo que permite
concluir definitivamente la no existencia de punto critico. Hay que tener en cuenta
que a muy altas presiones el solido sufre cambios estructurales, a presiones mayores
de 400.000 atmdsferas se detecta un alto grado de excitacién electrénica, [130]. Con-
sideramos que toda teoria sobre el cambio de fase solido-liquido debe explicar la no
existencia de punto critico. La teoria de fusion que se desarrolla a continuacion, es
consistente con la no existencia de punto critico. Los cambios de fase sélido-liquido
y sélido-vapor son explicados a partir de la creacion de vacancias en el estado solido.
Seguidamente, se realiza un andlisis de este fenémeno y se obtienen las propiedades

termodinamicas del Argén solido.
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2.2. Producciéon de Agujeros en Sélidos. Ecuacion

de Estado del Argén Sélido

En el estudio de sdlidos, los defectos puntuales y la anarmonicidad juegan un rol
muy importante. Dentro de los defectos puntuales, la creacién de vacancias ha sido un
fendmeno muy estudiado tanto tedrica como experimentalmente. También, la buisque-
da de una ecuacion de estado que permita obtener las propiedades termodindmicas
del sélido, ha sido de considerable interés. Todo esto trae aparejado la bisqueda de
una adecuada funciéon para el potencial intermolecular. El estudio de una funcion
potencial que represente la interaccion entre particulas en el estado solido, condujo
a Guggenheim y McGlashan a introducir una nueva funcién potencial en un modelo
basado en la aproximacion de Einstein de las vibraciones en un cristal. Este modelo
también tiene en cuenta la anarmonicidad introduciendo un término de perturbacién
de primer orden en el oscilador armoénico.

En el modelo utilizado por Guggenheim & McGlashan, se expresan la energia
total del Argén sélido considerado como una red, y la energia potencial a la que
estd sometido cada atomo hasta un término de potencia cuarta en funcion de su
desplazamiento. Estos términos de energia resultan funciones del

potencial entre pares de atomos y sus derivadas. De esta manera, considerando
todos los modos de vibracion del atomo, se obtiene la funcién particiéon, y conse-
cuentemente, todas las funciones termodindmicas. La anarmonicidad se considera al
tener en cuenta el término de potencia cuarta en la expresion de la energia potencial
del atomo.

Otros modelos han sido propuestos para tener en cuenta la anarmonicidad en las
oscilaciones del atomo, [20], [61], [164].

En [33] se propuso introducir la concentracién de vacancias en el modelo de
Guggenheim & Mc Glashan para obtener la curva del calor especifico a presién con-
stante del Argén sélido. Los cdlculos fueron realizados a presién nula. En [34], se
extendi6 el modelo propuesto en [33] a presiones mayores y se consider6 el poten-
cial de Morse. El volumen de la sustancia resulta una funcion de la distancia entre

primeros vecinos y de la concentracion de vacancias. De esta manera, a partir de la



CAPITULO 2. MECANICA ESTADISTICA 12

funcién de energia libre de Helmholtz, se puede obtener la ecuacién de estado. Co-
mo resultado, de la ecuacién de estado e igualando a cero la derivada de la funcion
de Helmholtz con respecto a la concentraciéon de vacancias a volumen constante, se
puede obtener la concentracién de vacancias y la distancia entre primeros vecinos, y
consecuentemente el volumen para distintas temperaturas y presiones. También, la
constante de Griineisen puede ser facilmente obtenida.

Este modelo fue originalmente aplicado a bajas temperaturas y presiones. En esta
seccion, se aplica este modelo a las muy altas temperaturas y presiones hasta el orden
de 800 katm que se han alcanzado actualmente. Ademas, se utilizan distintas funciones
de potencial propuestas recientemente en la bibliografia.

Las propiedades del Argon solido a muy altas presiones y temperaturas ha sido
estudiado tedrica y experimentalmente en recientes trabajos, [130], [131], [166]. Por
otro lado, el fenémeno de concentracién de vacancias en sélidos de gases raros en
bajas temperaturas ha sido estudiado en la bibliografia, [69], [79], [102], [108], [140].
Se considera que la creacién de vacancias produce un incremento en el calor especifico
a presién constante, [103], [63]. Sin embargo este efecto ha sido cuestionado en la
bibliografia, (ver por ejemplo [140]).

La busqueda de una adecuada funcion de potencial intermolecular para obtener las
variables termodindamicas de manera que concuerden con la experiencia, ha sido ex-
tensamente tratado en la bibliografia. Recientemente, una gran variedad de funciones
de potencial han sido propuestas en la bibliografia.

En el modelo propuesto originalmente en [33] y continuado en [34], la concen-
tracién de vacancias es introducida de una manera simple, lo cual permite el célculo
para distintas funciones de potencial intermolecular y distintas temperaturas y pre-
siones.

En la seccién que sigue, se analiza el modelo de Guggenheim & Mc Glashan.
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2.2.1. Analisis de las vibraciones en sélidos tomando en cuen-

ta efectos anarmonicos. Modelo de Guggenheim & Mc
Glashan

Siguiendo el modelo de Guggenheim & Mc Glashan, se calcula la variacion en la
energia potencial de un atomo cuando se desplaza una distancia p de su posicion de
equilibrio.

Sea R la distancia entre dos atomos vecinos mas cercanos en sus respectivas posi-
ciones de equilibrio, y ®(R) el potencial entre ellos.

Cuando un atomo arbitrario de desplaza una pequena distancia p de su posicion de
equilibrio, entonces, la nueva distancia a un dado atomo vecino mas cercano sera r =
R + p. Luego, la energia potencial a la nueva distancia r puede ser calculada con el

siguiente desarrollo en serie:

d(r) = ®(R) + dY(R) (r — R) + ®P(R)(r — R)* + --- (2.1)
donde ®) denota la i —ésima derivada de ®(R). Siguiendo el método de Guggenheim
& Mec Glashan, se promedia la ecuacién (2.1) sobre el dngulo ¢ entre p y R dado por:

R*> — 2Rp cosé + p* =12 (2.2)

Entonces, la funcién potencial promediada resulta la siguiente funcién de p (ver
[72], apéndice):

(1) (2)
b(p) = <B(r) > = B(R) + (‘D () @ (P“)) o+

3 R 2!
1 PCI(R) N W (R)
5\ 3'R 4]

(2.3)

) pt 4+ +0(p°)

donde O(p%) denota términos de orden p° y potencias mayores de p.

El desarrollo en serie (2.3) ha sido también considerado en [84].

La ecuacién (2.3) da la energia entre un dtomo situado en su posicién de equilibrio
y otro atomo desplazado una distancia p de su posicién de equilibrio. Para tener en

cuenta todos los vecinos més cercanos, la ecuacién (2.3) debe ser multiplicada por z,
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el nimero de vecinos mas cercanos.

Por lo tanto, tomando en cuenta solo los vecinos mas cercanos, el incremento en
la energia potencial cuando un atomo de desplaza una distancia p de su posicién de
equilibrio es:

(1) (2)
u<p>=z<¢<p>—@<R>>=z[(q’ () 2 “”) o+

R 9!
3) ()
1 (@3! (}f) +2 4§R)> Pt OW)}

(2.4)

5

Cuando un atomo esta en su estado de mas baja energia, la energia potencial entre

éste y sus vecinos mas cercanos esta dada por:

uo(p) = = B(R) (2.5)

Seguidamente, de acuerdo con el formalismo de Guggenheim y Mc Glashan, se
tiene en cuenta el potencial de largo alcance, es decir, la interaccion entre atomos
que no son vecinos mas cercanos. Se considera que la interaccion de largo alcance
sigue una ley r° tal como fue desarrollado por London, (ver [84]). También han
sido consideradas en la bibliografia otras formas de tener en cuenta la interaccion de
muchos cuerpos.

La energia potencial entre un atomo en su posicién de equilibrio y los otros mas

alla de los primeros cercanos, se expresa como sigue:

1

donde la suma se realiza sobre todos los atomos de la red mas alld de los primeros
vecinos, de manera que r; > R.
Tal como fue realizado antes, cuando el d4tomo en cuestion se desplaza una dis-

tancia p de su posicion de equilibrio la nueva distancia de separacion resulta:

r, =T, —p

Entonces, la ecuacién (2.6) resulta:
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1

Promediando cada término en la suma anterior sobre el dngulo §; entre r; y 7, , la
ecuacion (2.7) resulta (ver [72], apéndice):

4

:42(—%+Mp+0(w (2.8)

Z ’L
Suma de términos de la forma r~* sobre el total del nimero de dtomos en un
cristal, fueron calculadas en [100], para varias estructuras cristalinas. De esta manera,
la funcién potencial (2.8), sumando sobre particulas mas alld que primeras vecinas,

queda expresada como, [72], [100]:

w(p) = —A x

1 1 1
% (5 (Co=2) + 5 55 (Co=2) 92+ 1 o (Cro—2) ' + OF))

(2.9)

Los valores de las constantes Cg, Cs y C, para cristales ctibicos simple, centrado
en el cuerpo y centrado en la cara, fueron calculadas en [100].
De (2.9), se sigue que el incremento en la energia potencial tomando en cuenta

so6lo dtomos mas lejanos que vecinos mas cercanos resulta:

v(p) = —A ( }%8 (Cs—2) p* +14 — (Cyo — 2) p* + O(p )) (2.10)

=

La contribucion a la energia potencial por atomos mas lejanos que vecinos méas
cercanos, cuando cada atomo esta en su posicion de equilibrio, esta dada por el primer
término de (2.9):

me?aﬁﬂ%—@ (2.11)

Luego, el incremento en la energia potencial cuando un atomo se desplaza una

distancia p de su posicién de equilibrio, se obtiene sumando (2.4) para la interaccién
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con los vecinos més cercanos y (2.10) para la interaccién con los otros dtomos:

$(o) = 1 (oW(R)  ®A(R) _5)\8082—2 )
p [1 (LL;(EQ) R@(4>?R)>2! ) A C’i—z ] p

(2.12)
4 6
s\ sk T ) MR 1p+0(p)l

La energia potencial del cristal cuando cada atomo esta en su posicion de equi-
librio, se obtiene sumando (2.5) y (2.11) para N &tomos. Debido a que cada par es

considerado dos veces, ésta expresion debe ser dividida por dos, resultando:

z A Cﬁ—z> (2.13)

U(R) =N <<I>(R) -

Los términos de (2.12) con potencias de p* y p? representan un oscilador arménico per-
turbado de primer orden. El término con la potencia de p* es el término anarménico.
La aproximacién del oscilador cuartico ha sido utilizada recientemente en [104]. En
este ultimo no se considera el término de largo alcance y el potencial en lugar de ser
s6lo de pares, se consideran también interacciones de tres cuerpos.

Para simplificar la notacién en el desarrollo que sigue, el potencial (2.12) se deno-

tard como:

1
Wziap2 + bpt (2.14)

Para resolver la ecuacién de Schrédinger, la expresion (2.14) se expresara en coorde-

nadas cartesianas 7, ¢, £, tomando en cuenta promedios en todas direcciones:

4

cfls —cpts=cts= P
> (2.15)
<P > =< P’ >=< ¢ >= %

La ecuacion (2.14) puede ser expresada como:

W:;a(§2+g“2+772)+bg(§4+é4+n4) (2.16)
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Los niveles cuantizados de energia para el potencial (2.16) dividido por kT resul-
tan, [119]:

(n+;)x+(n2+n+;)y (2.17)
donde:
p o o
SO (2.18)
Y SomimagkT

y la frecuencia de Einstein 14 estd dada por:

a
2
0

— 2.19
472m ( )

Ahora, de (2.12), remplazando los correspondientes valores de a y b en (2.16), la

variable y en (2.18) y la frecuencia v resultan:

1 (dW(R) ®3(R) A Cg—z
2.2 _ L _ o 8
2rmyy = 2 [3( R + 91 > 5R8 , ] 220,
s 1(®(R)  OW(R)\ 1y A Co—2 '
YT T3ortm2gkT |5\ 3R Al RO 2

Dado que la frecuencia 1y dada en (2.20) es la misma para todos los dtomos, este
modelo corresponde a la aproximacion de Einstein.
Se debe notar que siendo v3 proporcional al niimero de vecinos més cercanos z, la

variable y depende de z sélo para el término de largo alcance con las potencias R0
1

YRS
Considerando al cristal como una red, el volumen de la sustancia es una funcion
de la distancia entre primeros vecinos, de acuerdo con la siguiente relacion:
RS

V=N (2.21)
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La constante de Griineisen juega un rol muy importante en la teoria del estado sélido.
Tomando en cuenta que 1 es sélo funciéon de V' mediante R, la constante de Griineisen

puede ser directamente obtenida de la ecuacién (2.20) como:

d(log vo)

I =
* d(log V)

(2.22)
A partir de los niveles de energia cuantizados (2.17), la funcién particién del sélido
puede ser obtenida como:
U(R) 1 1. 13N

Z(RT)=e KT |3 ;o gy (2.23)

En [63], se obtiene la funcién particién como una integral clasica con un potencial
de la forma (2.14), considerando que esta es una buena aproximacién para calcular
el calor especifico. En este trabajo, utilizamos la expresién cuantica, que es la mas
utilizada en la bibliografia.

La ecuacion de estado y otros parametros termodinamicos pueden ser obtenidos

de la funcién particién (2.23).

2.2.2. Inclusién de la Concentracion de Vacancias en el mod-
elo de Guggenheim & Mc GLashan

En esta seccién se desarrolla la teorfa propuesta en [34] y [33] para incluir la
concentracion de vacancias en el modelo de Guggenheim y Mc Glashan.

De manera de tener en cuenta la concentracion de vacancias en el modelo, se
considera que el cristal esta formado por N particulas y N, sitios vacantes. Por lo
tanto, hay N + Nj sitios en el cristal. Denotando por # la concentracién de vacancias

0= %, luego, la probabilidad de encontrar un sitio ocupado en la red esta dada por:

N 1
N+ N, 146

Luego, como primera aproximacion, se puede considerar que

(2.24)

Po
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la probabilidad de que un sitio ocupado dado tenga un sitio vecino ocupado es
po- Por lo tanto, cuando el niimero de vecinos més cercanos es considerado en (2.4) y
(2.5), debe ser multiplicado por py.

Como resultado, con un razonamiento andlogo a como se obtuvo la ecuacion (2.4),
el incremento en la energia potencial considerando solo vecinos més cercanos en un

solido con vacancias, esta dada por:

; (1) (2)
oy =2 [L (B SR s

140 |3 R 2! (2.25)
5\ 3R A1 p p

Cuando un atomo esta en equilibrio en un sélido con vacancias, la energia potencial

entre éste y sus vecinos mas cercanos esta dada por:

uo(6) = ®(R) (2.26)

Como paso siguiente, se debe tener en cuenta la existencia de vacancias en el
cristal en la funcién potencial (2.8) correspondiente a &tomos mas lejanos que primeros
vecinos. Asi, la suma en (2.8) debe ser efectuada sélo para los sitios ocupados de la

red. Para contemplar lo anterior, se puede multiplicar cada término en la suma (2.8)

por la probabilidad de que el sitio i esté ocupado . Entonces, la suma (2.8)

1+6;
resulta:
w'(p) ==X ! E +5 o + 14 a + O(p°) (2.27)
— 140, \r} r$ r$ '
Ahora, tomando en cuenta que la probabilidad de encontrar un sitio ocupado no
depende de la posicién del sitio, ; = 6. Entonces, la Ecuacién (2.27) resulta:
1 1 p2 p4
0) = -\ —— —+5% + 145 + O(p° 2.28
W) = A g X (g5 G+ 1l 4 00 229

Consecuentemente, de (2.28), para un sélido con vacancias, las funciones de po-

tencial de largo alcance (2.10) y (2.11) resultan:
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A 1 1
v(p,0) = 110 (5 g (Cs —2) p* + 14 RI0 (Cro—2) p* + O(P6)> (2.29)
WR0) = ——— L -2 (2.30)
T T I g R T '

Asi como fue obtenida la ecuacién (2.12), el incremento en la energia potencial
cuando un atomo se desplaza una distancia p de su posicion de equilibrio en un sélido

con vacancias, se obtiene sumando (2.25) y (2.29) resultando:

Y(p,0)

“1+06|13\" R 2l RS 2

1 (®B(R) ®W(R) A Co—z] 6
[(3!}2 MY >_14Rl° 2 1p+0(p)1

() pengs

5

La energia potencial del sélido con vacancias cuando cada dtomo esta en su estado

de més baja energfa, se obtiene sumando (2.26) y (2.30), y multiplicando por &,
andlogamente a como fue hecho para obtener a ecuacién (2.13):
z 1 AN Cg— 2

UR,0)=N- — [P(R) — — 2.32

(0= g (000 - 3 75 232

Tal como se hizo en la seccién anterior, es necesario encontrar la frecuencia de
vibracion de Einstein y las variables x e y, correspondientes a los niveles de energia
cuantizados (2.17), para el sélido con vacancias. Con el potencial (2.31), las defini-

ciones (2.20) cambian a:

&) @) _
02 2_129 [1(@ (R)  © (R)>_5)\Cg z]

3 R 21 RS z
3% 1 [1/2®(R) N oW(R)\ u N Cio— 2
Y= "3omm22kT 1460 |5\ 3R 41 RO

(2.33)

Recordando la definicién (2.20) de la frecuencia vy, la frecuencia v de (2.33) puede
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ser expresada como:

1
— _ 2.34
VAT (2.34)

De (2.34), la expresién de la constante de Griineisen es la misma como la calculada

en (2.22), ya que:
J(log v)
d(log V)

_d(log vy)
= Yoy = To (2.35)

0
sin embargo, el valor de I' de (2.35) es diferente del calculado en (2.22), debido a que
el valor del parametro r no es el mismo como en el caso del sélido sin vacancias en el
equilibrio.

Se debe notar que el pardmetro y en la ecuacién (2.33) es el de la ecuacién (2.20).
Por lo tanto, el parametro y no depende de la concentracién de vacancias 6. Por lo
tanto, la concentracién de vacancias no tiene efecto en el término de anarmonicidad,
de acuerdo con el modelo desarrollado.

Para el sélido con vacancias, la funcién particién (2.23) esta dada por:

_U(R6) S —(n~|—1)x—(n2+n—l—1) a
ZO.RT)=c KT g(N.0) | e 2 2" (2.36)
n=0

donde g(N, #) representa el niimero de maneras de distribuir N particulas en N + N

sitios y esta dada por:

(N + Np)!
NTN,!

Seguidamente, se realizan algunas aproximaciones de manera de expresar la fun-

g(N,Ny) = (2.37)

cién particién (2.36) usando funciones simples.
Ahora se calcula la suma

o —(nt ) — (4t )
h(x,y):z_:oe BT T (2.38)
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Para los valores de x e y que se obtienen en equilibrio con este modelo, el factor
1

~(n+35)z - . i
e 2" tiende rdpidamente a cero. Considerando que y toma valores pequenos,
como se verd luego, se realiza el desarrollo en serie de la exponencial hasta el primer

término. Esto resulta:

1
h(x,y) = Zoe—(n * 5)93(1 —(n*+n+ ;)y) (2.39)

Entonces, la suma (2.39) resulta:

1 x
(1-— 5 Y coth2(§)) (2.40)
Para simplificar calculos posteriores, y tomando en cuenta que y toma valores pequenos,

la ecuacién (2.40) puede ser aproximada por:

1
1 —— gy coth®(2)
h = ¢ 2 2 2.41

Por lo tanto, la funcién particién (2.36) resulta:

_U(R,9)
Z(O,R,T)=e KI' g(N,0) [

2 (2.42)

3
1 SN _Z Ny coth?(
2 sinh(3)

Las variables termodindmicas pueden ser obtenidas de la funcién particion (2.42).

La Energia Libre de Helmholtz resulta:

Fo. R T = I N ) 3 N @ sinn(Y)
; kT N 2 (2.43)
p— 2 —
+ 5 N y coth (2)

Reemplazando U(R, 6) de (2.32) y usando la aproximacién de Stirling para In g(N, ),
(2.43) resulta:
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1 A CG—Z
T ((I)(R)—RG - )—N(1+9) In(1 + 0)

F(0,R,T) =N

DO |

(2.44)

+ N6 Inf + 3N In(2 sinh(g)) + 3Nycoth2(2)

2

Recordando la ecuacién (2.21), es posible expresar R como una funcién de 6 y V.
Entonces, la Energia Libre de Helmholtz (2.44) resulta una funcién de 6 y V' como

sigue:

F*(0,V.T) = F(0,R(6,V),T) (2.45)

La concentracién de vacancias 6 y el volumen V' se obtienen resolviendo el sistema
de ecuaciones determinado por la ecuacién de estado e igualando a cero la derivada
de la Energia Libre de Helmholtz con respecto a # a volumen constante. Esta tltima
es la condicién de equilibrio termodindmico, un criterio similar ha sido aplicado en
[118].

Por lo tanto, la solucion del siguiente sistema de ecuaciones es el que determina

los valores de # y V' en el equilibrio, para cada valor de la temperatura y la presién.

o0 B
VT (2.46)
P (0, V. T)| s
ov o1 B

2.2.3. Funciones de Potencial Analizadas

Los intentos por encontrar una adecuada funciéon potencial para describir el com-
portamiento de las sustancias, ha llevado a la formulacién de una gran cantidad
de potenciales intermoleculares. Algunos se han propuesto recientemente. EI mode-
lo estudiado en la seccién anterior resulta 1util para comparar distintos potenciales

propuestos en la bibliografia. Los potenciales considerados son los siguientes:
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Lennard-Jones 12 6
O(R) = ¢ ((;) - (;) ) (2.47)

donde % —120,34K y o = 3,406 10~8¢m.

Morse:
B(R) = ¢ e 25 Hrm) — e 5 (Fimrm) (2.48)

donde % — 138K, 0 = 3,324 108 y ¢ = 4.0.

exp-6
El potencial exp-6. Esta funciéon potencial ha sido recientemente utilizada en
varios modelos tedricos para el Hidrogeno a altas densidades y el Argén sélido

a altas presiones y temperaturas, [130], [131].

O(R) = (1_69 (2 20770) @)6) (2.49)

donde % = 123,2K, ry = 3,866 1075, El pardmetro a en (2.49) ha sido usado
como un parametro de ajuste, se han considerado valores de 13, 13,2, 14,5,
[53], [130], [166]. En el modelo analizado en este trabajo, dado que se considera
la concentracién de vacancias, se utiliza un valor de « ligeramente menor. Este
menor valor de « estd justificado debido a que cuanto menor es «, més repulsivo
es el potencial. Por lo tanto, considerando que la concentracién de vacancias
incrementa el volumen de la sustancia, un potencial menos repulsivo es necesario
para disminuir la distancia entre primeros vecinos y compensar el efecto antes

mencionado.

Si bien el potencial de tres parametros exp-6 esta pensado de manera de tener
en cuenta el efecto de interaccién de muchos cuerpos, en este analisis, se man-
tendrd el término de largo alcance (2.6) introducido por Guggenheim & Mc
Glashan.

Potencial de Aziz y Chen
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El siguiente potencial ha sido propuesto por Aziz y Chen, [4], como una forma
modificada del potencial de Ahlrichs et al, [1].

O(R) =€ (ae—%i - (Cﬁ (%)6 +Cy (?;)8 + 010(7;1)10> f(:i)) (2.50)

donde a = 0,783, a = 13,7225, Cg = 1213, Cs = 051, Cyo = 0,28, 1, —
3,7612 1078cm, y f(r) estd dada por, [4]:

d 2
_(4_ 1)
f(r)=1e (r parar < d (2.51)
1 parar > d

donde d = 1,28 r,,. Tomando en cuenta que el desarrollo (2.1) puede sélo ser

hecho para funciones de potencial derivables, se utiliza el potencial de Aziz y

4

2
Chen con f(r) = e <T ) para todo r, y se obtienen resultados sélo para

el caso de altas presiones.

Potencial de Bobetic y Barker
Bobetic y Barker, [20], [21], han analizado una funcién potencial usualmente

conocida como el potencial [n(r)] — 6, dado por las siguientes ecuaciones:

O(R) =e (@(Z@")m - 7& (z@) (2:52)

donde % = 141,55 K, 7,,, = 3,756 107 8cm, y n(R) = m+T'(R—1), con m = 13
vy [ =175, [21].

Independientemente de la funcién potencial analizada, el valor de A en el término

de largo alcance que se utilizard es el determinado por Guggenheim y Mc Glashan,

A
— = 150 K.
k
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2.2.4. Analisis a Bajas Presiones

El analisis de bajas presiones involucra presiones hasta de 2000 atm. Datos exper-
imentales del volumen, entropia y entalpia, fueron reportados en [72] para el Argén
en este rango de presiones. En la Tabla 2.1, se muestran valores de 6, R, V, y I’
obtenidos resolviendo el sistema (2.46) para las funciones de potencial consideradas.

También se muestra el volumen obtenido experimentalmente.

exp-6 a = 12,8 | L-J o = 3,406 Morse Barker-Bobetic [72]

P [Kbar] | T[K] L [View® | T [Vew® | T [Vewm®) | T [ V]m® |V [em?]
0 60.6 | 2.86 24.79 3.31 24.23 2.51 23.25 3.14 22.77 23.61
0 83.78 | 2.98 25.51 3.41 24.8 2.61 23.92 3.27 23.38 24.42

0.1936 65 2.86 24.76 3.31 24.21 2.51 23.24 | 3.15 22.79 23.5
0.3871 65 2.83 24.6 3.29 24.07 | 2.49 23.11 3.13 22.7 23.26
0.9678 65 2.69 23.55 3.16 23.14 2.38 22.22 3 21.99 22.67
1.936 65 2.58 22.6 3.05 22.29 2.29 21.39 2.9 21.32 21.86

Cuadro 2.1: Comparacién de valores tedricos y experimentales del volumen del sélido.
También se indica la constante de Griineisen

Como puede observarse en la tabla 2.1, el potencial de Morse tiene el mejor ajuste
con los datos experimentales para bajas presiones. El potencial de Bobetic y Barker
tiene un buen ajuste para presiones altas y bajas como se vera seguidamente.

El peor ajuste en bajas presiones, corresponde al potencial exp-6. Este potencial
resulta especialmente adecuado para altas presiones, como ha sido puntualizado en
[130].

En la tabla 2.4, se muestra la concentracion de vacancias, la distancia entre
primeros vecinos, y la constante de Griineisen obtenidos del modelo considerado uti-
lizando el potencial de Morse. También se muestran valores experimentales de la
distancia entre primeros vecinos y la constante de Griineisen a los efectos de com-
paracion.

Mediciones de la concentracién de vacancias para temperaturas en el orden del
punto triple a presién nula para el Argén, fueron reportadas en [108], [140].

La medicién experimental de la concentracion de vacancias es bastante dificil. Por

lo tanto, la comparacién con los modelos tedricos debe realizarse en las cercanias del
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punto triple, esto es, cuando la concentracion es relativamente alta. Existen dos méto-
dos principales para medir la concentracion de vacancias en sélidos, uno es mediante
la diferencia entre la densidad de la sustancia considerada homogénea midiendo su
peso y volumen, y la densidad midiendo la constante de la red por difraccion de rayos
x. Otro método consiste en medir la dilatacién térmica del sélido y la variacién de la
constante de la red con la temperatura por difraccién de rayos x.

Tanto las mediciones experimentales como los modelos tedricos desarrollados pre-
sentan grandes discrepancias entre los autores. Valores del orden de < 2 10~* fueron
obtenidos en [140], valores < 10~ fueron obtenidos en [108], todos a la temperatura
del punto triple. Mientras que con algunos modelos tedricos se obtuvieron valores del
orden de 1073, [147]. Los modelos tedricos presentan discrepancias segin el potencial
que han utilizado, asi como también segin la forma de introducir la anarmonicidad
y la interaccion de largo alcance. Esto demuestra que todavia se necesita un mejor
ajuste, tanto de las mediciones experimentales como de los modelos tedricos.

No han sido reportadas mediciones de la concentracién de vacancias para altas

temperaturas y presiones.

Valores Teéricos Experimental [92]
TK] | r[A] | T 0 r[A] r
20 | 3.745 | 2.40 0 3.760 2.63

40 | 3.765 | 2.44 | 1,75 1071 | 3.781 2.69
60 |3.793 | 251 | 1,131077 | 3.814 2.69
80 | 3.825|2.59 | 9,35107° | 3.856 2.60

Cuadro 2.2: Comparacién de valores tedricos y experimentales de la constante de
Griineisen y la distancia entre primeros vecinos. También se muestra el valor tedrico
de la concentracion de vacancias

Como se observa en la tabla 2.4, los valores de la distancia entre primeros vecinos
son ligeramente menores. La constante de Griineisen concuerda razonablemente bien
con los valores experimentales. Sin embargo, la ligera disminucién que esta exper-
imenta a temperaturas cercanas al punto triple, no aparece con este modelo y las
funciones de potencial consideradas. Una ligera disminucion de I' en la cercania del
punto triple, ha sido predicha por otro modelo que incluye la anarmonicidad, (ver
[61]).



CAPITULO 2. MECANICA ESTADISTICA

2.2.5.

Analisis a Altas Presiones
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Recientemente, se han obtenido valores experimentales de la distancia entre primeros

vecinos y del volumen para muy altas temperaturas y presiones, [130].

Los valores tedricos que se obtienen con el modelo analizado utilizando las fun-

ciones de potencial mencionadas, se muestran en la tabla 2.3. También se muestran

los valores experimentales para su comparacion.

exp-6 « =12,8 | L-J o = 3,406 Morse Aziz-Chen | Barker-Bobetic | [131]
P | TK] r \Y% r A% r \Y% r \Y% r A% \Y%
16 298 | 2,23 19,03 2,789 | 19,26 | 1,98 | 17,99 | 2,44 | 21,82 | 2,57 18,75 18,95
85 | 298 | 1,83 13,56 2,54 | 14,39 | 1,6 | 12,56 | 1,89 | 13,39 | 2,15 13,91 | 13,89
148 | 298 | 1,73 12 2,5 13,04 | 1,5 | 10,99 | 1,89 | 13,37 | 2,05 12,5 12,45
253 | 298 | 1,63 10,6 248 | 11,83 | 14 | 9,59 | 1,79 | 11,84 | 1,92 11,86 | 10,68
401 | 298 | 1,55 9,49 2,444 | 10,88 | 1,33 | 8,48 | 1,7 | 10,63 | 1,89 10,18 9,67
474 | 298 [ 152 | 91 | 2437|1055 | 1,3 | 809 | 1,67 | 1021 | 1,87 | 982 | 9.29
527 | 298 | 15 | 886 | 2432|1035 | 1,29 | 7.85 | 1,65 | 9,96 | 1,86 | 959 | 9,01
577 | 298 | 1,5 8,65 2,429 | 10,18 | 1,27 | 7,65 | 1,64 | 9,74 | 1,84 9.4 8,82
646 | 298 | 1,47 8,41 2425 | 996 | 126 | 74 | 1,62 | 947 | 1,83 9,17 8,54
788 | 298 | 1,44 7,98 2,418 9,6 1,23 | 6,99 | 1,58 | 9,02 | 1,805 8,77 8,13
806 | 298 | 143 | 793 |2417| 956 | 1,22 | 6,94 | 1,58 | 897 | 1,802 | 873 | 7.96

Cuadro 2.3: Valores tedricos de la constante de Griineisen y del volumen molar a
diferentes temperaturas y presiones. También se indican los valores experimentales
del volumen molar en cm?®. La presién se indica en kbars

El potencial intermolecular mas difundido para el andlisis en altas presiones es el
potencial exp-6. El buen ajuste de este potencial con los datos experimentales puede
verse en la tabla 2.3. El potencial de Bobetic y Barker ajusta bien en todo el rango
de presiones, para lo cual fue pensado, tal como puede verse en la Tablas 2.1 y 2.3.
También el potencial de Aziz y Chen tiene un buen ajuste para altas presiones. FEl
potencial de Morse da bajos valores para altas presiones y el potencial de Lennard-
Jones da valores mas altos que los experimentales en todo el rango de presiones.

Como ha sido mencionado en [130], el grado de excitacién electrénica es elevado
para presiones en el orden de 400 kbar. Sin embargo, del andlisis previo, resulta que
el s6lido puede ser modelado con interacciones intermoleculares simples.

En la tabla 2.4, se muestran la concentracion de vacancias y la distancia entre

vecinos mas cercanos obtenidos usando el potencial exp-6. También se muestran los
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datos experimentales obtenidos en [130] para su comparacién. Si bien la concentracién
de vacancias no ha sido medida para altas presiones, se muestran los datos tedricos

obtenidos con este modelo para ver su orden de magnitud y su variacién con la

temperatura.
Valores Teéricos Experimental [130]
Plkbars| | r[A] 7 r[A]
16 3.549 | 1,07 107 3.544
85 3.17 | 1,636 10718 3.195
148 3.044 0 3.081
253 2.92 0 2.927
401 2.814 0 2.832
474 2.775 0 2.794
527 2.75 0 2.765
D77 2.729 0 2.746
646 2.703 0 2.717
788 2.657 0 2.672
806 2.651 0 2.654

Cuadro 2.4: Valores tedricos y experimentales de la distancia entre primeros vecinos
en altas presiones a T = 298 K. También se muestra la concentracién de vacancias.
Se utilizo la funcién exp-6 con av = 12,8

La constante de Griineisen no ha sido medida para altas presiones, pero ha sido
calculada mediante simulaciones computacionales utilizando el potencial exp-6 en
[130]. En la tabla 2.5 se muestran los datos obtenidos con este modelo y aquellos
calculados en [130], en ambos casos se utilizé el potencial exp-6.

Resulta de interés calcular la concentracion de vacancias a lo largo de la curva de
fusién hasta muy altas presiones. Consecuentemente, en la tabla 2.6, se muestran los
resultados obtenidos utilizando el potencial exp-6 en los puntos de fusiéon medidos en
[166], Tabla II. También se calcula el volumen del s6lido para compararlos con aquellos
obtenidos en [166]. Se debe notar que ain para muy altas presiones, la concentracién
de vacancias no excede del orden de 10~7. También, se observa de los célculos que la
constante de Griineisen disminuye a lo largo de la curva de fusion.

Seguidamente, utilizando el concepto de produccién de vacancias en el estado

sélido, se explica a continuaciéon como pueden obtenerse las curvas de sublimaciéon y
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Valores Teéricos Referencia [130]

Plkbars] | Vlem3/mol] | T | Vlem?®/mol] | T
16 19.03 2.23 19 2.07
21 18.06 2.15 18 2.04
28 17.06 2.08 17 2.01
38 16.05 2 16 1.97
53 14.99 1.93 15 1.92
75 13.93 1.86 14 1.87
107 12.9 1.79 13 1.81
155 11.88 1.72 12 1.76
229 10.86 1.65 11 1.7
347 9.83 1.58 10 1.63
540 8.8 1.5 9 1.56
868 7.78 1.42 8 1.49
1453 6.75 1.33 7 1.41
2560 5.74 1.24 6 1.323
4841 4.72 1.13 ) 1.22
6892 2.62 0.77 4.5 1.16

Cuadro 2.5: Valores tedricos de la constante de Griineisen y del volumen molar a T
= 298 utilizando el potencial exp-6 con o = 12,8

fusion, asi como otros parametros termodindmicos de estos cambios de fase.

2.3. Obtencion de las curvas de Sublimacion y Fusion
a partir del fenémeno de producciéon de agu-

jeros en solidos

El fenémeno de fusiéon ha sido extensamente tratado, tedrica y experimentalmente,
[118], [161], [127], [143], [54], [135], [55], [5], [95], [96], [138], [142], [139], [101], [146],
[147], [151], [159], [166]. Los modelos que existen actualmente pueden clasificarse en
las dos siguientes categorias: por un lado, el analisis formal, desarrollado originalmente
por Kirkwood, [90], [91]. En este tipo de modelos, se parte inicialmente de expresiones
matematicas rigurosas. Sin embargo, para poder resolver las ecuaciones, deben ser

hechas algunas aproximaciones, ya sea en la forma de simplificaciones matematicas o
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Valores Tedricos Referencia [165]
T[K] | P[kbar] 0 L | Vlem?/mol] | V]em?/mol]
100 | 0,81 | 2208100 | 2,84 24,25 924,63
200 6,75 5,03107% | 2,45 21,38 21,25
300 | 14,31 | 292107 | 227 | 1945 19,41
400 23,36 2107 2,15 18,05 18,07
600 | 4456 | 1,3510°6 | 2,01 | 16,15 16,22
800 | 70,03 | 998107 | 1,92 14,8 14,92
1000 | 98,65 831077 | 1,85 13,8 13,95
1500 183 6,191077 | 1,73 12,06 12,24
2000 | 283.1 | 5271077 | 1,65 10,9 11,11
2500 | 401,5 | 4,311077 | 1,59 10 10,23
3000 | 531,6 | 3,921077 | 1,54 9,32 9,56

Cuadro 2.6: Valores tedricos y experimentales del volumen molar a lo largo de la
curva de fusion. También se muestra la concentracién de vacancias y la constante de
Griineisen. Se utiliz6 el potencial exp-6 con a = 12,8

potenciales intermoleculares aproximados.

Otros modelos consisten en obtener una imagen grafica del proceso de fusion, y
luego expresar esta imagen con ecuaciones matematicas simplificadas. De esta man-
era, a partir de expresiones fundamentales aproximadas, como la funcién particién, se
pueden obtener directamente las propiedades termodinamicas. Si los parametros ter-
modinamicos obtenidos concuerdan razonablemente con los valores experimentales,
entonces, es posible concluir que el modelo propuesto es una adecuada descripcién
del proceso de fusién.

El modelo que se desarrolla a continuacién entra en la segunda categoria. La
imagen grafica en la que se basa este modelo es la creacién de vacancias en el estado
sélido, como se vera a continuacién, con este concepto, es posible obtener las curvas
de equilibrio de sublimacién y fusién. La obtencién de los procesos de sublimacién
y fusion a partir de la creacion de vacancias, fue desarrollado originalmente por F.
Cernuschi, [35], [39)].

El fenémeno de creacion de vacancias en solidos, ha sido observado experimental-
mente y en simulaciones por computadora, tal como se ha mencionado anteriormente.

Con este modelo, se obtienen directamente la energia y el volumen de formacion de
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una vacancia, la curva de sublimacion, la ecuaciéon empirica de fusiéon de Simon, los
calores latentes de sublimacién y fusion, y finalmente, se obtiene la funcion particién
del proceso de fusion. Las variables termodinamicas que se obtienen tedricamente con
este modelo, concuerdan muy bien con los resultados experimentales. Por lo tanto, se
puede concluir que el modelo desarrollado es una buena descripcién de los procesos
de sublimacion y fusién.

También, se han realizado importantes estudios acerca del proceso de fusion
con simuladiones computacionales utilizando los métodos de Montecarlo y Dindmica
Molecular. De esta manera, se han realizado importantes avances en el entendimiento
de la cinética del proceso de fusién. Actualmente, estamos realizando investigaciones
en este sentido como continuacién de otros trabajos, [67], [68].

Una teorfa de fusién y condensacion basada en el concepto de produccion de
vacancias fue propuesta en [118]. En este modelo, se tiene en cuenta la interaccién
entre vacancias. Con este modelo se pueden obtener las curvas de equilibrio sélido-
liquido, liquido-gas y sélido-gas con buen acuerdo con los datos experimentales.

Otra teoria desarrollada en la bibliografia es la teoria de la densidad funcional,
[127]. Esta teoria estd basada en un desarrollo en serie de potencias de la diferencia
entre las funciones de correlacion directa del solido y del liquido. La aproximacién de
primer orden de la serie, determina una ecuacién integral implicita para la funcién de
distribucién radial p(r). El tinico parametro de entrada en esta teoria es el factor de
estructura del liquido, S(k), [127], el cual puede ser obtenido de teorias aproximadas,
teorias de perturbacién, o simulaciones por computadoras.

Tal como ha sido mencionado, la teoria que se analiza a continuacion, esta basa-
da en la produccién de vacancias en el estado sélido. El fenémeno de produccién de
vacancias en el estado sélido ha sido extensamente tratado en la bibliografia. Ex-
perimentalmente, se ha medido la concentracién de vacancias en gases inertes, [102],
[140], [108], [69], [79], y también, utilizando simulaciones computacionales, [149]. En
las referencias citadas, el efecto de creacién de vacancias es medido comparando la
dilatacion masiva del sélido con la variacion de la constante de la red, obtenida por

difraccién de rayos X y de neutrones, [57], [81]. Estas mediciones muestran que la
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separacion entre moléculas se mantiene constante, a pesar de observarse un aumen-
to de volumen de la sustancia. También, simulaciones computacionales en liquidos,
muestran la existencia de vacancias en liquidos de Lennard-Jones, [160].

La existencia de agujeros es un fenémeno importante en sélidos y liquidos. El
modelo de agujeros en liquidos fue originalmente introducido en [27], para explicar el
equilibrio liquido-gas. Esta teoria fue desarrollada posteriormente en [28] y [29]. Esta
teorfa fue analizada en [132] y [8], y ha sido extensamente tratada en [7], [83], [125],
[133], [84], [51], [114].

Una teoria de liquidos basada en el concepto de vacancias, es la estructura sig-
nificante de liquidos, [59], [58]. En esta teoria, se considera que en el estado liqui-
do, hay moléculas con propiedades del sélido, (solid-like molecules), y agujeros con
propiedades gaseosas. Consecuentemente, la funcion particién se divide en dos fac-
tores, uno que corresponde al sélido, y el otro que corresponde al gas. Con esta teoria,
se obtienen muchas propiedades termodinamicas del estado liquido en buen acuerdo
con los valores experimentales.

La presencia de vacancias en el proceso de fusién ha sido recientemente consid-
erada en la bibliografia, [151], [146]. En estos trabajos, se realizaron simulaciones
computacionales considerando grupos de moléculas y vacancias producidas en el inte-
rior del sélido. Como ha sido mencionado en [146], dado que la energfa de interaccién
es menor para las moléculas de la superficie del sélido, la produccién de vacancias
comienza en la superficie. Este mismo concepto es tenido en cuenta en la teoria que
se desarrolla en este trabajo.

En esta teoria, se considera que los agujeros se producen en la superficie del sélido,
es decir la zona de coexistencia de fases. Las vacancias que se van creando en la
superficie del sélido determinan la formacion de la nueva fase, liquido para el caso de
la fusién, o gaseosa para el caso de la sublimacién. Las caracteristicas termodinamicas
de estos dos cambios de fase que se obtienen con esta teoria concuerdan muy bien con
los valores experimentales. Ademas, se compara la ecuacion de la curva de sublimacion
con la ecuacion aproximada de Kirchoff del calor latente, obteniendo un muy buen
acuerdo.

La concentracién de vacancias que se obtiene en este caso es la que determina la



CAPITULO 2. MECANICA ESTADISTICA 34

existencia de la fase liquida, por lo cual, es considerablemente mayor que las con-
centraciones de vacancias producidas por efecto térmico en el sélido obtenidas en el
estudio anterior del Argén sélido.

Una importante herramienta en el analisis del cambio de fase sélido-liquido, es la
ecuacion empirica de fusién de Simon, [143]. Esta ha sido extensamente analizada en
la bibliografia y se han intentado muchas deducciones tedricas y algunas mejoras en la
expresion matematica, [54], [135], [55], [5], [95], [96], [138], [142], [139], [159]. Muchas
de las deducciones tedricas intentadas, utilizan la ecuacion de fusién de Lindemann.
La ecuacion de Lindemann debe ser considerada como una primera aproximacién para
explicar el proceso de fusion, pero se basa principalmente en considerar la vibracion
de los atomos y no tiene en cuenta la produccién de vacancias ni la ley de las fuerzas
de interaccién entre las moléculas, tal como es comentado en [165].

Por otro lado, dado las mediciones que se han realizado del proceso de fusién a muy
altas temperaturas y presiones, se considera que no existe punto critico en la transi-
cién solido-liquido. Este fenémeno ha sido extensamente discutido en la bibliografia
durante muchos anos, [23], [55], [65], [159].

Dada la importancia de este fenémeno, consideramos que cualquier teoria sobre
la fusion debe ser consistente con la no existencia de punto critico.

La teoria que se desarrolla en este trabajo, es consistente con este hecho, como se
vera posteriormente.

En la seccion que sigue, se obtiene la curva de sublimacién a partir de la formacion

de agujeros en el estado solido.

2.3.1. Obtencion de la curva de Sublimacion

Para encontrar la curva de equilibrio sélido-gas, se consideran las dos siguientes

teorias:

1. La produccion de agujeros en la superficie del sélido en la fase de coexistencia

en funcién de la temperatura y la presion.

2. La teoria de adsorcién de gases por superficies, [30], [64], pero considerando que

el solido y el gas corresponden a la misma sustancia.
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El fenémeno de sublimacién es explicado combinando las dos teorias mencionadas
previamente.

Siguiendo la teoria desarrollada en [35], analizaremos primero como se produce
una vacancia en la superficie del solido en la fase de coexistencia. Un agujero se
produce cuando una particula en la superficie del sélido salta a una posicién sobre
la superficie, en la capa de adsorcion. El agujero resultante en el solido, puede ser
ocupado por una particula situada debajo del mismo, y luego, este agujero puede
moverse libremente por el interior del sélido.

En una red cibica de caras centradas (CCC), una particula en el interior del sélido
tiene 12 vecinos mas cercanos, y una particula en la superficie tiene 8 vecinos més
cercanos. Una particula sobre la superficie, en la capa de adsorcién, tiene 4 vecinos
mMA&as cercanos.

El balance total de energia, contando todos los enlaces que se deben romper para
mover una particula desde la superficie a la capa de adsorcién, y mover una particula
en el interior del sélido al agujero situado en la superficie, es 8¢, para cristales CCC,
donde € es la energia de enlace entre particulas. El movimiento subsecuente del agujero
dentro del sélido no requiere energia adicional.

Por lo tanto, para el tipo de cristal analizado, la energia que se requiere para

producir un agujero es de €y = 8¢. La energia € puede ser obtenida del potencial de

s )]

Valores de €; para distintos gases inertes, se dan en la tabla 2.7, con los correspondi-

Lennard-Jones:

entes valores de € tomados de [92].

Los valores que se dan en la tabla 2.7 concuerdan muy bien con los valores exper-
imentales. Mediciones experimentales de los parametros asociados con la formacién
de una vacancia, han sido reportados en: [102], [140], [108], [69], [79]. Los resulta-
dos experimentales dados en [79] para 3He no son considerados, ya que el modelo
desarrollado aquino tiene en cuenta efectos cuanticos.

El valor de la energia de activacién para producir una vacancia en el Kripton es
%f =895 + 100 K, [102]. El correspondiente valor de la tabla 2.7 es % = 1304,35 K.
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Aunque este valor tedrico es mayor que el valor experimental, este esta en el orden
de los valores obtenidos por otras teorias, ver Tabla IT en [108].

En la figura 3 en [140], se muestra la energfa de formacién de vacancias en funcién
de la entropia para el Argon. Se muestra ademds una region del grafico consistente
con las mediciones experimentales. El valor de la energia necesaria para la formacién
de una vacancia para el Argén, de la tabla 2.7 es: 968,11 K = 83,4meV . El valor
medio de la energia de formacién de vacancias consistente con los datos experimentales
obtenidos en [140] es aproximadamente 80meV . Por lo tanto, el estimado de la energia
de formacién esta dentro de los valores consistentes con mediciones experimentales.

Para el Xenon, el valor experimental de la energia de formaciéon de una vacancia
es, [69]:

%f = 1100499 K

Este valor es menor que el correspondiente obtenido de la tabla 2.7. Sin embargo, este
valor tedrico estd en el rango de los valores obtenidos utilizando otros modelos, ver
Tabla III en [69].

Por otro lado, estos valores estan en muy buen acuerdo con los correspondientes
valores experimentales de los parametros de la ecuacion de Simon, tal como ha sido

analizado en la seccién anterior.

Sustancia € er/k = 8e/k
10~ %erg K
Ne 50 290.85
Ar 167 968.11
Kr 225 1304.35
Xe 320 1855.07

Cuadro 2.7: Valores tedricos de la energia y el volumen de formacién de una vacancia.
Los valores de € fueron tomados de [92]

Cuando se produce un agujero, el incremento resultante en el volumen, 7, corre-

%
sponde al volumen libre del sélido. Por lo tanto, 7 = N donde V es el volumen del

solido en el punto de fusién y N es el numero de particulas. Para un cristal CCC,

a : . ) : .
resulta: 7 = —, [84], donde a es la distancia entre particulas vecinas més cercanas.

NGk
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Para obtener a, se considera que el potencial entre moléculas, esta dado por el mod-
elo de Lennard-Jones, ver ecuacién (2.53). La distancia a es aquella para la cual el
potencial de Lennard-Jones es minimo, resultando a® = \ﬁ2)03, [84], consecuente-
mente, 7 = o>. Por lo tanto, en este modelo simplificado, el volumen de los agujeros

3 = v, obtenido,

coincide con el volumen atdémico de la sustancia v,. El volumen 7 = o
concuerda muy bien con los datos experimentales. Para el Kriptén, [108], el volumen
empirico asociado a la formacién de una vacancia estd dentro de 0,23 v, y 1,18 v,
con un valor medio de 0,93 v,. Para el Argén, [108], el volumen empirico asociado con
la formacién de una vacancia estd dentro de 0,69 v, y 0,80 v,. Para el Xendn, [69], el
volumen empirico asociado con la formacién de una vacancia es vy = 0,85 v,.

Como conclusion, los valores tedricos obtenidos para la energia y el volumen de
formacion de vacancias, estan de acuerdo con los correspondientes valores experimen-
tales.

Continuando con el analisis del comportamiento de las particulas en la capa de
adsorcién, estas pueden escapar hacia la fase gaseosa. De la misma manera como
ocurre en el proceso de adsorcion, una particula del gas, puede quedar atrapada por
la capa de adsorcién, [30]. De esta manera, el equilibrio se alcanza cuando el nimero
de particulas que son atrapadas en la capa de adsorcion, coincide con las que escapan
de esta.

Para una estructura CCC, una particula en la capa de adsorciéon necesita una
energia 4¢ para dejar esta capa y moverse hacia la fase gaseosa.

Para obtener la curva de equilibrio, se igualan las probabilidades de que una
particula del gas sea atrapada en la capa de adsorcién, con la probabilidad de que
una particula en la capa de adsorcion escape a la fase gaseosa.

Para obtener las expresiones matematicas se utiliza la isoterma de adsorcién de
Fowler, [64]. Una deduccién directa de la isoterma de adsorcién de Fowler fue realizada
en [30] usando la ley de accién de masas. En [30], el proceso de adsorcién es analizado
como una reaccion gaseosa entre las particulas del gas, designadas como B, los sitios
de adsorcién no ocupados, designados como A, y los sitios de adsorcién ocupados,

designados como C.
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En este caso, la reaccion sobre la cual se aplicara la ley de accién de masas, se
expresa: A+ B <> AB = C. Por lo tanto, el balance de la reaccién puede obtenerse
como la relacién entre las correspondientes funciones de particién:

ab _ Jo(T)/o(T) (2.50)
c fe(T)
donde:
N = Numero total de sitios en la capa de adsorcién.
a = Numero de sitios no ocupados en la capa de adsorcion.
b = Numero total de particulas en el gas.
¢ = Namero de sitios ocupados en la capa de adsorcién.
0 = Proporcion de sitios ocupados = %
fa(T) = Funcién particién de los sitios no ocupados = 1.
f»(T') = Funcién particién por particula del gas = (2”2”#)% EL by(T), donde by(T) es
la funcién particién correspondiente a los grados de libertad internos de las moléculas
del gas.
fe(T) = Funcién particién de la fase adsorbida por particula = oiF vs(T'), donde
vs(T) es el factor correspondiente a los niveles de energia asociados con los grados
de vibracion internos de las moléculas, y ag es la energia necesaria para mover una
particula de la capa de adsorcién a la fase gaseosa. Tal como ha sido explicado, para

una estructura cristalina CCC, oy = 4e.

Con estas definiciones, la ecuacién (2.54) puede ser expresada como:

0 PR oy(T)eit
L=0  (2rm)? (kT)? b,(T) (259)

La expresion previa, determina el niimero de sitios ocupados en la capa de adsorcién
cuando esta esta en equilibrio con su fase gaseosa a una dada temperatura y presion.

Por otro lado, se debe considerar el equilibrio entre las particulas en la capa
de adsorcion y el solido. Este proceso, deberia dar la misma proporcién de sitios
ocupados como el obtenido con la ecuacién (2.55). Para una estructura cristalina

CCC, la energia de una particula en la capa de adsorcién es —ag, y una particula
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en la superficie del sélido tiene una energia —2qg. Por lo tanto, la razén entre la
probabilidad de que una particula esté en la capa de adsorcién y la probabilidad que

una particula esté en la superficie del solido, estd dada por los factores de Boltzmann.

= ?0 (256)

p— (27””)3 (KT)% b,(T) (2.57)

El factor vs(7T), se obtiene de la aproximacién de Einstein, considerando osciladores

con una temperatura caracteristica 6.

vy 3
e2T
n = (1_)

La temperatura caracteristica . es un parametro de ajuste en este modelo, el valor

de 6. se elige para que la curva pase por el punto triple. El valor obtenido debe dar un
valor coherente con respecto a la temperatura caracteristica de Einstein del Argén.
La temperatura caracteristica 6. obtenida, debe ser menor que la correspondiente
temperatura de Einstein del Argén sélido 6, ya que no todos los sitios de la capa
de adsorcién estan ocupados, y una molécula en la capa de adsorcién tiene menos
enlaces que una molécula en el sélido.

Para el Argdn, se obtiene:
0. = 4587 K Op =60 K

Con estas hipotesis, se obtiene la presién de sublimacion para varias temperaturas
para el Argén. Los célculos se realizan utilizando la ecuacién (2.57), considerando
que b,(T') = 1, ya que el Argén es una sustancia monoatémica. El valor de e para el
Argén, es tomado de [92]. En la tabla 2.8, se listan los valores tedricos obtenidos, y

los valores experimentales mostrados en [46].
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Temperatura de Presién Presién
Sublimacién | Ecuacién (2.57) | Referencia [46]

K mmHg mmHg
66 26 26
68 40 39
70 29 58
72 85 84
74 120 119
76 167 165
78 228 226
80 307 305
82 406 405

83.78 (Pto. Tr.) 516 516

Cuadro 2.8: Comparacién de valores tedricos y experimentales de la curva de subli-
macion para el Argén

De la ecuacion (2.57), se obtiene:

20 5 3. (2rmks

La ultima ecuacién estd en muy buen acuerdo con la ecuacién de Kirchoff del calor

latente de sublimacién, dada por la siguiente expresion, [46], [145], [165]:

T [ JhdT

ST

mp—_l0 Oy

ot 5 7| T dT + i (2.59)

donde ¢}, es la capacidad calorifica molar a presiéon constante P del sélido, i es una
constante de integracion, y el parametro ly es el calor latente de sublimacion en el

cero absoluto, el cual es calculado extrap(;lando datos experimentales. De la teoria
ca

desarrollada, se obtiene que [y = 1922 . Este valor esta en buen acuerdo con el
mole

cal

valor [y = 1850 , obtenido de datos experimentales del Argén, [46]. El acuerdo
mole
de los valores de [y y la presion de sublimacion, con los valores experimentales, es

muy bueno para el resto de los gases inertes, usando los correspondientes valores de
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¢ obtenidos de [92], (ver también Tablas XII y XV), y las correspondientes masas

moleculares m. En [145], la constante de integracién i estd dada como

donde g es el nimero de celdas de menor energia en el espacio de las fases molecular.
Tomando gy = 1, esta constante de integracion coincide con el término correspondi-
ente obtenido en la ecuacién (2.58).

Comparando las ecuaciones (2.58) y (2.59), se podria pensar que se puede obtener
una expresion exacta para la capacidad calorifica molar a presion constante del sélido,
como una funcién de vs(7"). Sin embargo, no se ve claramente como puede obtenerse
la capacidad calorifica molar a partir de un fenémeno superficial.

Los valores obtenidos de la ecuacién (2.59) estan en buen acuerdo con los valores

experimentales de ¢, para bajas presiones, donde la ecuacién (2.59) es valida.

2.3.2. Deduccién de la curva de equilibrio Presion-Temperatura

de Simon

La ecuacion de fusion de Simon, es una ecuacién empirica elegida de manera de
ajustar los valores experimentales de las curvas de fusién de varios elementos, [143],
[54], [135], [55], [5]. Recientemente, han adquirido interés ciertos modelos tedricos
para obtener la ecuacion de Simon y otras expresiones que dan la dependencia de la
presion de fusién con la temperatura, [95], [96], [138], [142], [139]. Muchos de estos
modelos, estan basados en la ecuacién de Lindemann, [95], [96], [138], [139].

La ley de fusion de Lindemann, [101], considera que un sélido fusiona cuando las
amplitudes de las vibraciones de la red, se hacen lo suficientemente grandes como

para vencer las fuerzas atractivas entre moléculas. Lindemann obtuvo la férmula:

M 'U2/3 @2

T (2.60)
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donde M es el peso molecular, v es el volumen molar, © es la temperatura carac-
teristica de Debye, T}, es la temperatura de fusién, y C' es una constante la cual se
considera igual para cristales de la misma estructura y se evaliia con la temperatura
de fusién de algin solido en particular. Esta relacién ajusta bien para varias sustan-
cias. Sin embargo, las vibraciones de la red no son el tnico factor a tener en cuenta
en el proceso de fusion. La concentracion de vacancias y las fuerzas atractivas entre
las moléculas también juegan un rol importante. En el modelo desarrollado, sélo la
produccion de vacancias en el solido es tenida en cuenta, la manera de tener en cuenta
las vibraciones en esta teoria de fusién, es de una manera analoga a como se introdu-
jo la concentracion de vacancias en el modelo del oscilador anarménico propuesto en
133], ¥ [34], y tal como fue analizado en el estudio del Argén sélido.

A continuacién, la ecuacién de Simon se obtiene del modelo de agujeros en liquidos,
usando una hipdtesis adicional que considera que la energia necesaria para producir
un agujero se incrementa con la presién, como se explicara luego. De esta manera, no
se requiere la ecuacién de Lindemann para obtener la ecuacién de Simon. Con esta
teoria, se encuentra una relacién entre dos de los parametros de la ecuacién de Simon
y las constantes microscopicas de la sustancia. Esta relacién se satisface muy bien de
acuerdo con los valores experimentales de las mencionadas constantes para los gases
inertes.

Para deducir la ecuaciéon de Simon, primero, se obtiene la pendiente de la curva

de fusién a partir de la ecuacion de Clausius-Clapeyron.

dP L

donde L es el calor latente, y AV es el cambio de volumen en el cambio de fase.

Tal como ha sido mencionado previamente, la energia necesaria para producir
un agujero es 2”¢ donde z” es el nimero de enlaces que se necesitan romper para
producir un agujero, y € es la energia de enlace entre particulas. El valor de 2’ es un
entero que depende del nimero de coordinacion de la sustancia, como se ha explicado
anteriormente, para un cristal CCC es z” = 8. De esta manera, para producir Ny

agujeros, se necesita una energia de Nyz"e el cual deberia ser igual al calor latente L.
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Para obtener la energia requerida para producir un agujero, se agrega una hipotesis
con claro significado fisico a la teoria de agujeros. Esta hipdtesis fue sugerida por F.
Cernuschi y ha sido presentada en [36] y [39].

Consideramos que para producir un agujero dentro del sélido, el cual esta sometido

a una presion externa P, se necesita una energia:

E=2"(e+arP) (2.62)

donde € es la energia entre particulas vecinas sin tener en cuenta la presion externa
P sobre el sélido, o es una constante sin dimensién, 7 es el volumen de una celda
del sélido, y arP es la energia adicional requerida para vencer la presion externa.
El parametro € se toma como el pardmetro de energia del potencial de Lennard-
Jones (2.53). La hip6tesis dada en la ecuacién (2.62), resulta de considerar que para
separar dos particulas en el sélido, se debe vencer no solo la energia de atraccién entre
particulas, sino también la presion externa ejercida en todas direcciones. Este hecho
se toma en cuenta agregando un término de correccién proporcional a la presion.

Considerando la hipétesis dada en la ecuacién (2.62), el calor latente resulta:

L = No2"(e+ arP) (2.63)

Ademas, se considera que en una sustancia que incrementa su volumen en la fusion,
tal como ocurre en sustancias monoatémicas simples, el incremento de volumen AV
se debe a la produccion de agujeros.

De datos experimentales, se observa que el calor latente de fusién se incrementa
con la temperatura de fusién, (ver [47]). Consecuentemente, el término de correccién
aTP en la ecuacién (2.63) es necesario para explicar el incremento del calor latente
con la temperatura de fusién. Tal como se mostrard mas tarde, ver ecuacién (2.68), el
valor de v es 0.199 para Argén. En la tabla 2.9, se comparan los valores experimentales
del calor latente de fusién con los valores tedricos obtenidos con la ecuacién (2.63),

con z” = 8. Como se observa, el acuerdo es muy bueno.
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Presion | Ny = 2% | Calor latente (joules/mol)
[kbars] | x 10?* | Calculado | Experimental
0,451 7,32 1190 1200
1,051 6,26 1255 1270
1,674 5,6 1334 1320
2,708 ) 1498 1460
3,805 4,59 1656 1610
4,999 4,28 1822 1760
5,003 4,22 1799 1740
6,335 3,91 1945 1780

Cuadro 2.9: Valores experimentales y tedricos del calor latente de fusién
Como el volumen de cada agujero es 7, entonces, el cambio total de volumen es
AV = Nyt (2.64)

Reemplazando las ecuaciones (2.64) y (2.63) en la ecuacién (2.61), la ecuacién de

Clausius-Clapeyron resulta

dP  Nyz"(e +atP)

— = 2.
dT TNyt (2.65)
Integrando (2.65) se obtiene:
P Taz//
T _pi (2.66)
€ €
donde D es una constante de integracion.
La ecuacién de Simon es, [143]:
P T\°
— == -1 2.67
n- (@) (267

donde Fy, Ty v ¢ son constantes que dependen de la sustancia.
Comparando las ecuaciones (2.66) y (2.67), las constantes « y ¢ se obtienen como:

" €

c=az =5 (2.68)
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Para el Argén, ¢ = 1,593, [5], por lo tanto o« = 0,199, ya que z” = 8 para cristales
CCC.
Para que las curvas dadas por las ecuaciones (2.66) y (2.67) coincidan, se debe

satisfacer la siguiente relacién:

6Z//

Py =" (2.69)
T

donde se utilizaron las relaciones (2.68).

Se debe notar que la teoria desarrollada predice una relacion entre la constantes

macroscopicas ¢ y Py, vy las constantes microscopicas €, 2”, y 7 = 0® = v, como se

discutié previamente.

Los valores del producto ¢Fy, obtenidos de los datos experimentales dados en [5],
"

se comparan con los valores de — en la tabla 2.10, ver ecuacién (2.69). Como se

3 = v,, los valores de € y o fueron tomados de

-
explicé previamente, 2/ =8y 7 = 0o
[92]. El acuerdo entre los valores comparados es muy bueno para los gases inertes.
Este hecho es una buena corroboracion de la hipétesis adicional introducida, tanto

como de la teoria de fusién propuesta.

CP()
Sustancia € T=03 ez” /T | Referencia [5]
10~ %erg | 10724em3 | bars bars
Ne 50 20.57 1944.58 1659.96
Ar 167 39.3 3399.49 3367.6
Kr 225 48.63 3701.42 3841.75
Xe 320 63.04 4060.91 4147.81

Cuadro 2.10: Valores tedricos y experimentales del producto cFy. Los valores de ¢ y
Py fueron tomados de [5]. Como se explico en el texto, z” = 8. Los valores de € y 7
fueron tomados de [92]
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2.3.3. Demostracion de la consistencia de la teoria con la no

existencia de punto critico en la fusion

En la seccién previa, se obtuvo la curva de equilibrio P-T del cambio de fase
solido-liquido, en esta seccion, se agrega el volumen como una nueva variable para
analizar el cambio de fase en las coordenadas P-V. Este desarrollo fue originalmente
presentado en [35]. El andlisis en las coordenadas P-V permite aplicar el criterio de
inestabilidad mecanica (ver [62]), para determinar la existencia del cambio de fase.

Siguiendo el desarrollo presentado en [35], el volumen de la sustancia y la funcién
de particiéon de configuracién para el cambio de fase, son expresadas en funcién de un
parametro de orden s.

Los valores extremos del pardmetro de orden son 0 para el estado liquido y 1 para
el estado sélido.

Para obtener la funcién de particion de configuracién, se considera que las particu-
las se comunican a través de agujeros, formando cimulos de particulas. Consecuente-
mente, en un solido sin agujeros, el nimero de ciimulos es N, y el niimero de particulas
en cada cimulo es 1. En un liquido, el nimero de cimulos es 1 y, consecuentemente,
el namero de particulas en cada cimulo es V.

Las expresiones para el volumen de cada cimulo, el niimero de particulas en cada
cumulo, el nimero de cimulos, y el volumen de la sustancia, son expresadas como
una funcién del pardmetro de orden s. El nimero promedio de particulas N.(s) en un
cimulo debe ser expresada de manera que los valores extremos cumplan N.(0) = N
para el estado liquido, y N.(1) = 1 para el estado sélido. Con estas consideraciones,

el nimero promedio de particulas en un ciimulo se expresa como:

Ne(s)=N(1—3s)+s (2.70)

De esta manera, el nimero de ciimulos se obtiene como la relacion del niimero total

de cimulos y el nimero de particulas en cada ctimulo.

(2.71)
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La expresion del volumen total V'(s), en funcién de s, debe dar los correspondientes
volimenes para el liquido V(0) = 7[N + Ng|, y el sélido V(1) = 7N, donde Ny es
el nimero de agujeros en el estado liquido. El volumen total V(s), en funcién del

parametro s, se expresa como:
V(s) = 7[N + No(1 — s)] (2.72)

El volumen de cada cimulo, se obtiene como el cociente entre el volumen total y el

numero de cumulos, resultando:

N + N()(l - S)]
N

Vi(s) = - IN(1—s) + 3] (2.73)

La expresion usada para la energia potencial del sélido, la cual corresponde en este
caso para cristales CCC, es el potencial de Lennard-Jones, con interaccion entre todos

los pares de particulas, (ver [99], p. 130, y, [92], p. 64):
U= —78Ne (2.74)

En la férmula (2.74) se tuvo en cuenta la correccién mecanico-cuantica senalada en

[92]. Para tener en cuenta sélo los sitios ocupados en la férmula (2.74), se introduce

un factor andlogo al (2.68), pero incluyendo el pardmetro de orden, :
N + No(l - 8)
Tal como se explicé en la secciéon anterior, este factor es la relacién entre el niimero
de particulas y el total de sitios en la red.

Ademas, se toma en cuenta como parte de la energia de atraccién, el término de
correccion a1 P. La presion que figura en el término de correccion es la correspondiente
al cambio de fase para una dada temperatura.

La energia potencial que se ha considerado, fue obtenida teniendo en cuenta que
las moléculas ocupan sus correspondientes sitios. No se ha tenido en cuenta la en-
ergia de vibracion de las moléculas en su movimiento alrededor de sus posiciones de

equilibrio, esta energia de vibracién sera tenida en cuenta en un futuro trabajo. Es

importante comparar la energia potencial calculada con la teoria desarrollada aqui,
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con la obtenida por simulaciones computacionales, cerca del punto triple. Para aten-
uar el efecto de las vibraciones, se utiliza el método introducido en [67] y [68]. Para
un incremento de volumen del 15%, cerca del punto triple, el valor de la energia
potencial por particula obtenida de simulaciones computacionales fue 6,77 € para el

Argén. El correspondiente valor tedrico es:

N e+ arP
N+ No(1—s) kT

ep = 17,8

Se debe notar que el término adicional atP tiene valores significantes soélo para
altas presiones. A la presiéon del punto triple, este término no es relevante. Para el
Argén, con s =0, Ny = 0,15 N, a la presién del punto triple, el valor de €, es 6,75 e.
Este muy buen acuerdo es un dato mas que demuestra que la teoria desarrollada es
un buen modelo del cambio de fase sélido-liquido.

Con las consideraciones hechas hasta el momento, la funcién de particién de con-

figuracion, se expresa como:

L 7 N N e+ arP
N(l—s)+s TN+ Ng(1—s) kT (2.75)

[V—C(S)]N(l—s)—i-s
[N(1—s)+ 3!

e

QN(S’ T) =

[‘/vc(s>]N(1—S)+s
[N(1—3s)+s]!
considerar todos los cimulos, n.(s) de estos factores deben ser tenidos en cuenta,

donde el término es el factor de configuracién para cada ciimulo. Para

donde n.(s) estd dado por la Ecuacién (2.71).

Se debe notar que el término correspondiente a la energia potencial se calcula
considerando una estructura de red. La ecuacion (2.75) es vélida sélo en el cambio de
fase. Esta aproximacién no es valida en el estado liquido donde la estructura de red
no existe mas, tal como fue analizado en [67] y [68].

El factor [N(1 — s) 4 s]! es aproximado usando la aproximacién de Stirling, la

cual es valida excepto para s = 1. Por lo tanto, la aproximacién de Stirling se corrige
N(l1-s)+s

N
s ] , para tener en cuenta el caso para s ~ 1. Luego, de la ecuacién
(-

COIMo: l
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(2.75) se obtiene:

N €+ arP

N T8N
Qn(s,T) = [J\EZ—(S;)—E}N e N+No(l—s) &T (2.76)

e(l—s)

De (2.76), la energia libre de Helmholtz, la cual corresponde a la funcién de particién

de configuracién resulta:

F(s,T)=—-kTInQn(s,T) =
= —kT'N x

€+OéTP} (2.77)

x {(anc(s)—ln[N(1—8)+S]+1—3)+7a8N+NO(1_S) kT

De (2.72), y tomando en cuenta que Ny 7 = V(0) — V (1), y que N 7 = V(1) se

obtiene:

V—-V(1)
l—s=———-—" 2.78
STV V() 27%)
Reemplazando (2.78) y (2.73) en (2.77) se obtiene:
1% V—-V(1) V(1)e+arP
FV.T)=—-kETN{In — 4+ ————~ + 7,8 — 2.79
V.T) {DN+V(O)—V(1)+’ T (2.79)
. . . oF
La ecuacién de estado para el cambio de fase, se obtiene como P = — v
Considerando la dependencia de F' con P a través de ¢, la ecuacion deT estado
resulta: OF OF oF op
P=—Z2=] =— (= — | = —_— (2.80)
ov ). NV ) oP ), ., \oV ),
Como resultado, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para P:
V(1)? NET NET V(1)
P(1+78 = —-78 N
A8 o) =t oy —vay  Sve Ver s

V(12 (P
+ 7,8 % a(m/)T
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V()

El valor de 7 utilizado en los calculos, fue tomado del volumen del sélido como:

para obtener un mejor ajuste con los datos experimentales.

La ecuacién diferencial (2.81) puede ser resuelta utilizando métodos generales
para resolver ecuaciones lineales de primer orden, tales como sustitucién de Lagrange,
factor integrante, etc., [17]. Consecuentemente, resolvemos numéricamente la ecuaciéon
(2.81) con av = 0,199, tal como ha sido obtenido de la ecuacién (2.68). Para el volumen
del sélido V(1) y el volumen del liquido V'(0), se tomaron los valores experimentales
de [47] y [48].

La condicién inicial para la ecuacién (2.81) se tomé de manera que la presién
a cada temperatura coincida con la de la ecuacién (2.67). La integracién simbdlica
fue realizada utilizando Mathematica for Windows v2.2, [162], obteniendo primero el
factor integrante, [17].

La integracion simboélica de la ecuacién (2.81), da como resultado una funcién

explicita de P(V,T) muy complicada. Pero lo importante en este caso es analizar la

derivada ( . Esta derivada resulta positiva en el rango de volimenes de V(1)

ov ).,
to V(0). Recordando la condicién de estabilidad mecdnica, [62], la funciéon P(V,T)

tiene estados inestables en el rango de V(1) a V' (0). Este hecho es consistente con un
cambio de fase de primer orden.

La curva obtenida como solucién de la ecuacién (2.81) no presenta un lazo de Van
der Waals. Pero presenta una derivada positiva cuando V' toma valores entre V(1)
y V(0), que es el rango en el cual la ecuacion (2.81) es vélida. Adn cuando la curva
no presenta estados metaestables, la presion de fusién puede ser obtenida usando el
conocido argumento de la igualdad de areas para la curva de P en funcion de V', para

valores entre V(1) y V(0). Por lo tanto, la presién de fusién se obtiene como:

V(0)
PT:—/PV,TdV 2.82
V(1)
donde P(V,T) es la funcién obtenida resolviendo la ecuacién (2.81). Se debe notar que
para el caso particular considerado, la ecuacién (2.82) no es equivalente a la igualdad

de los potenciales quimicos.
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En la tabla 2.11 se muestran presiones para varias temperaturas de fusién, cal-
culadas resolviendo la ecuacién (2.82), como se explicé anteriormente. Los valores
experimentales del liquido y del sélido fueron tomados de [47] y [48]. También, en
la tabla 2.11, se comparan los valores tedricos con los experimentales, obteniendo un

buen acuerdo.

Temperatura | Volumen Molar (cm?® / mole) Presién [kbars]
(K) Liquido Solido Tedrica | Experimental
94,73 27,3 24,34 0,506 0,451
108,12 926,52 24,02 1,122 1,051
120,85 25,85 23,65 1,749 1,674
140,88 24,96 23,04 2,821 2,708
160,4 24,26 22,54 3,953 3,805
180,15 23,65 22,08 2,183 4,999
180,2 93,66 22,11 5,182 5,003
201,32 23,1 21,69 6,581 6,335
991 41 22.5 2118 8,003 7.684
253,49 21,83 20,63 10,428 9,96

Cuadro 2.11: Valores calculados y experimentales de la presion de fusiéon en funcion
de la temperatura

Como es bien sabido, no se ha encontrado punto critico en la transiciéon sélido-
liquido. Mediciones de hasta 60 kbars fueron realizadas en Argén, [166]. Tal como
ocurre en la transicion liquido-gas, una hipotética temperatura critica deberia ser
proporcional a la energia de enlace entre moléculas €. Considerando que la menciona-
da energia de enlace € se incrementa con la presion, tal como ha sido explicado antes,
ver ecuacién (2.62), y tomando en cuenta que la presién se incrementa muy répido
con la temperatura de fusién, ver ecuacién (2.67), dicha temperatura critica no po-
dria alcanzarse nunca. Esta fue la razon principal para la introduccion del término

adicional en la energia de enlace en la ecuacién (2.62).

P
Resolviendo la ecuacién diferencial (2.81), se observa que la derivada <8V> es
T
siempre positiva para V en el rango de V(1) a V(0) y presiones hasta de 531,6 kbars,
la presién de fusion maxima obtenida extrapolando los datos experimentales dados

en [166]. Esta derivada positiva indica la existencia de un cambio de fase de acuerdo
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con el criterio de inestabilidad
mecdnica, [62].
Finalmente, se demuestra a continuacién que si & = 0 en la ecuacién (2.79),
entonces, se obtiene un punto critico. Considerando @ = 0 en la ecuacién (2.79), la
ecuacion de estado resulta:
Pr V(1) V(1)

oV v v 8

V(1) e
V2 RT

(2.83)

Seguidamente, se demuestra que en el caso considerado, no hay inestabilidad mecénica,
: oP .
es decir, (W) < 0, en el rango desde V(1) a V(0) para temperaturas suficiente-
T

mente altas. El grafico de la funcién correspondiente a la ecuacion (2.83) es tal que
esta presenta solo un maximo para cada temperatura. Para bajas temperaturas, la
funcién se incrementa en el rango desde V(1) to V(0). Para altas temperaturas, el
maximo de la funcién estd dentro del intervalo que va desde V(1) a V(0). Luego,
como se ve claramente, el punto critico se obtendra cuando la derivada mencionada
es cero para V = V(1). A esta temperatura, y temperaturas mas altas, la funcién
siempre decrece en el rango desde V(1) to V(0).

La derivada parcial de la expresién (2.83) con respecto a V' resulta:

(a (PT)> _ YW s AO: (2.84)

oV \kT e Vs kT
La derivada (g—{j)T es negativa para V > V(1) si T > 15,6% Consecuentemente, la
ecuacion (2.83) predeciria una temperatura critica 7, = 15,6i = 1888 K para el

kT
Argon. Esta temperatura critica es mayor que las mediciones experimentales alcan-

zadas recientemente, 7' ~ 800 K, P ~ 60 kbars, [166]. Sin embargo, en [166], se
dan datos extrapolados para la curva de fusion del Argén, para temperaturas hasta
3000 K, y presiones hasta 531,6 kbars, las cuales no predicen punto critico.

Por lo tanto, de los datos extrapolados dados en [166], no hay punto critico para T’
hasta 3000 K, de manera que debe ser o > 0 en la ecuacién (2.81). Esta observacién,

muestra claramente la importancia del término a7 P en la ecuacién (2.62), con a > 0.
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Los resultados obtenidos se comparan con los datos experimentales reportados en [47]
y [48] en la tabla 2.11, dando un buen acuerdo. Estos resultados dan un buen soporte

a la hipétesis a > 0.



Capitulo 3

Modelos de Contagio

3.1. Distribuciones Compuestas y Distribuciones

Mezcladas

En las distribuciones de probabilidad utilizadas para modelar procesos de contagio,
juegan un importante rol las distribuciones compuestas y las distribuciones mezcladas.

En lo que sigue se utiliza el concepto de funcién generadora de probabilidad (f.g.p.)
para variables aleatorias discretas, definida de la siguiente manera, ver por ejemplo
[56]:

Sea X una variable aleatoria discreta 'y Px(z) = P(X = x). La funcién generadora

de probabilidad queda definida por la siguiente esperanza:

fx(z) = E(z%) = Z 2% Px () (3.1)

De esta manera, para variables aleatorias discretas que asumen valores naturales o

cero, la probabilidad P(z) se obtiene de la funcién fx(z) como:

P(a) = ~ L0

ozl dee

(3.2)

z=0
Para este tipo de variables, los sucesivos momentos pueden obtenerse a partir de

las derivadas de la funcién generadora de probabilidad evaluadas en 1. Por ejemplo:

o4
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dfx(Z’)
dz

=> z2"" Pxy(z)] =E(X) (3.3)

z=1 z=1

Existe discrepancia en la bibliografia en cuanto a las definiciones de distribucion
compuesta y distribucién mezclada. En lo que sigue se sigue la terminologia de [56],
donde se da ademas una breve exposicién acerca de la variedad de nombres utilizados

en la bibliografia.

3.1.1. Distribuciones Compuestas

En muchos modelos de fenémenos de contagio se considera la suma de N variables
aleatorias discretas X idénticamente distribuidas con f.g.p. f(z). Siendo N a su vez
una variable aleatoria con f.g.p. g(2). De esta manera, la variable aleatoria compuesta

resulta:

Sn=X1+Xo+ X5+ -+ Xy (3.4)

la funcion generadora de probabilidad de Sy resulta:
h(z) =) 2°P(Sy = s) (3.5)

teniendo en cuenta que:

P(Sy=s)=)Y_P(Sy=s/N=n)P(N =n)

la ecuacion (3.5) resulta:

hz)=>_ 2"> P(S,=s)P(N =n) (3.7)



CAPITULO 3. MODELOS DE CONTAGIO 56

Cambiando el orden de las sumatorias y teniendo en cuenta que S,, es la suma de n

variables i.i.d. con f.g.p. f(z), entonces resulta:
Y ZP(S, =s) = f(2)" (3.8)
remplazando (3.8) en (3.7) se obtiene:

h(z) =3 f(2)"P(N =n) (3.9)

de (3.9) se obtiene:
h(z) = g(f(2)) (3.10)

La expresién (3.10) es la que justifica el nombre de distribuciones compuestas. En
la bibliografia sobre el tema se las conoce también como distribuciones aleatoriamente
detenidas (“randomly stopped distributions”), [56].

Aplicando (3.3), se demuestra que el momento de primer orden de una probabil-
idad compuesta, puede obtenerse como el producto de las dos probabilidades que la

componen.

E(Sy) = E(X)E(N) (3.11)

Por ejemplo, la f.g.p. de una variable aleatoria /N, que sigue una ley Poisson con

parametro u esta dada por:
fn(z) =e e (3.12)

Luego, una variable aleatoria de Poisson Compuesta Y tiene una f.g.p.:

hy(z) = e # ethx(2) (3.13)

donde hx(x) es la f.g.p. de la variable aleatoria que compone a la Poisson.
Del analisis de la f.g.p. de variables aleatorias que siguen una ley de Poisson

Compuesta, se pueden obtener importantes propiedades, [56]. Por ejemplo en lo que
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respecta a las funciones infinitamente divisibles. A una funcién generadora de proba-
bilidad h(z), se la llama infinitamente divisible, si para todo entero positivo n, h(z)%
es una f.g.p., [60]. Es facil demostrar que toda funcién de Poisson compuesta es una
funcién infinitamente divisible. También se puede demostrar que toda funcién in-
finitamente divisible es limite de una sucesion de funciones de distribucién Poisson
compuesta, [60], [105].

Otra propiedad interesante de la probabilidad de Poisson Compuesta que se de-
muestra a continuacion es la siguiente: Llamemos truncada en cero a cualquier variable
aleatoria discreta cuya probabilidad de que se produzca el evento cero es nula. En-
tonces: dada una funcién de probabilidad que sigue una ley Poisson compuesta con
una variable aleatoria que no es truncada en cero, siempre puede obtenerse otra Pois-
son compuesta con otra variable aleatoria truncada en cero que sigue la misma ley de
probabilidad.

Demostracion:

Sea una variable aleatoria X, dada por una Poisson de parametro A\, compuesta

con una variable aleatoria Y cuya f.g.p. estd dada por:

Fr(z) =3 fi
1=0

(3.14)
iz 0
Luego, la f.g.p. de X viene dada por:
gx(2) = e MY (2) (3.15)
teniendo en cuenta que Y22, f; = 1, la ecuacién (3.15) puede ser escrita como:
A fipA Y fiRt
gX Z)=e i=07"@ =0
=) (3.16)

= ef/\ ZZI fie)‘ 221 fiz!

también, la ecuacion (3.16) puede ser escrita como:

oo Zilfizi
oo Ao i) S5 ——
gx(2) = e M1t fie (k) 2t fi (3.17)
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De acuerdo con la tltima expresién (3.17), la variable aleatoria X es una Poisson
de parametro A Y %, f;, compuesta con una variable aleatoria U cuya f.g.p. viene dada

por:

XA
o1 Ji

Como se observa de la iltima f.g.p., la variable aleatoria U es truncada en cero.

hy(2) (3.18)

El inverso también es cierto. Para demostrar el caso inverso, sea una variable
aleatoria X Poisson de parametro A compuesta con otra variable aleatoria truncada

en cero de f.g.p. dada por:

hy(z) = i_o:flz’ (3.19)

Entonces, teniendo en cuenta que la f.g.p. de X se expresa:

gx(2) = e er it ! (3.20)

ahora, dada una constante positiva arbitraria ¢, la f.g.p. (3.20) puede escribirse de

la siguiente manera:

Miteo) [ 2im1 2!
A(14co) T+

e (3.21)

gx(2) =e”

la dltima f.g.p. representa una variable aleatoria que sigue una ley de Poisson de

parametro \(1 4+ ¢p) compuesta con una variable aleatoria cuya f.g.p. viene dada por:

+y 2 fit
hy(z) = 2ozl

del evento cero estd dada por: Py(u = 0) = T Esta serfa la forma mas general de

expresar una distribucién de Poisson compuesta, en la cual si el coeficiente ¢q no es

. Esta variable aleatoria no es truncada en cero, y la probabilidad

nulo, la distribuciéon que compone no es truncada en cero, lo cual si acontece en el

caso contrario.
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3.1.2. Distribuciones Mezcladas

Una amplia variedad de funciones de distribucion se obtiene en el caso en que una
determinada funcién de probabilidad ®(z, ), es funcién de un pardmetro A, el cual
es a su vez una variable aleatoria. La funcién de probabilidad de la variable aleatoria

X se obtiene como:

é(x) = /A ®(z, ) dG(\) (3.22)

donde G(A) es la funcién distribucion de A, y la integral se toma sobre todo el dominio
de validez de la variable aleatoria en un sentido generalizado, de esta manera se

incluyen los casos continuo y discreto.

3.2. Modelos de Urnas para Contagio

El termino “Distribuciones Contagiosas” fue introducido por Neyman en 1939,
[117], para designar distribuciones de probabilidad que describian la probabilidad de
encontrar larvas de poca movilidad. De esta manera, el hallazgo de una larva au-
mentaba la probabilidad de estar cerca de un conjunto de huevos y consecuentemente
de encontrar una siguiente larva. Posteriormente, estas distribuciones se utilizaron
para describir la propagacion de algunas enfermedades contagiosas. Seguidamente, se
describe el modelo de contagio de Polya, el cual dio lugar a interesantes discusiones

y ha sido extensamente analizado en la bibliografia, [56], [60].

3.2.1. Modelo de Urna para Contagio de Polya
Modelo de Urna de Polya

Los modelos de urna han sido utilizados para representar el comportamiento
aleatorio de ciertos fenémenos naturales. Distintos modelos fueron propuestos des-
de hace muchos anos, [88]. Uno muy conocido fue propuesto por P. y T. Ehrenfest
para modelar el intercambio de calor entre dos cuerpos aislados. El modelo de urna

de Polya parece ser el primero propuesto para representar fenémenos de contagio.
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Este modelo se explica a continuacién. Una urna contiene inicialmente b + w bolas,
de las cuales b son negras y w son blancas. Se realizan sucesivas extracciones con
reposicion, con el siguiente criterio: después de cada extraccion, ¢ bolas del mismo
color al de la que fue extraida son colocadas en la urna. De esta manera, se aumenta
la probabilidad de obtener una bola del mismo color de la que fue extraida. Asi se
intenta simular la propagacion del proceso, es decir, el contagio.

Entonces, la probabilidad de que las primeras n,, bolas sean blancas en n = n,,+n,

extracciones, se expresa como:

(w+ ¢)(w + 2¢) -+ (w + nye — c)b(b+ ¢) (b + nye — ¢)
(w+b)(w+b+c)(w+b+2c) - (w+b+nc—c)

P, (a/n) = = (3.23)
Teniendo en cuenta que todos los posibles 6rdenes de extraccién tienen la misma
probabilidad (3.23), la probabilidad de obtener n,, bolas blancas en cualquier orden

esta dado por:

n

Py, (ny/n) = ( )P”Nw (nyw/m) (3.24)

w

Usando la siguiente propiedad de la funcién Gamma: I'(a+1) = al'(a), la ecuacién

(3.23) puede expresarse como:

n\T(2 4+ ny)T(2 +n — ny,)D(2E)
P w = c c € 3.25
i = ) T ey (42
Definiendo nuevas variables: w
p = —
wtb (3.26)
T Wb
Usando (3.26), la ecuacién (3.25) puede ser expresada como:
D(2 4+ ny)T(E2 + 0 —ny, (2
Py, (nw/n) = <n> G i 1) ( N e (3.27)
M (5 +n)I(A)(=E)

v

Como resultado, la ecuacién (3.27) queda expresada como una funcién de una
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variable relacionada a la probabilidad inicial de obtener una bola blanca p, y una

variable relacionada al contagio ~.

Distribucion asintética del modelo de contagio de Polya

Para obtener la distribucién asintética de (3.27), se definen las variables A y p de

la siguiente manera:

ny=p

(3.28)
np=A\
De (3.28), se deduce:
p_A
TP
A (3.29)
v p

Considerando los siguientes casos limites, (otros casos limites también resultan de
interés, [73], [88]):

n — oo
p—0 (3.30)
v —0
de manera que A y p se mantengan constantes, de (3.27), (3.28), (3.29) y (3.30), y
teniendo en cuenta que: W ~ u” para valores grandes de u, y (n#:w), ~ n" para

valores grandes de n, se obtiene, [60]:

(2 + ny, fhw ’
Pu, (nw/n) = Pry(nw) = ij}!;(;)) <1ip> <1ip> (3.31)

La probabilidad (3.31) es una binomial negativa, ver por ejemplo [97]. Esta ley de
probabilidad puede ser obtenida de varias maneras como se vera luego.
Recordando la definicién de funcién generadora de probabilidad, se puede de-

mostrar que la f.g.p. de la binomial negativa (3.31) esta dada por, [56]:
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frul@) = (L+p—pz) 77 (3.32)

Una derivaciéon alternativa de la f.g.p. (3.32) se da en el siguiente capitulo.

La distribucion asintética del modelo de contagio de Polya obtenida como

una distribucion mezclada y como una distribucién compuesta

La binomial negativa puede obtenerse como una distribucion de Poisson mezclada
donde el parametro de la Poisson es a su vez una variable aleatoria que sigue una

densidad gamma dada por:

Wb, p) = e (3.33)

Por lo tanto, la ecuacién (3.31) obtenida como una distribucién mezclada resulta:
o —0 Yw A

Pr,(na) = [~ €726, 2, p)do (3.34)
0 ! p

Este resultado fue originalmente introducido por Greenwood y Yule, [71]. De esta
manera, la distribucion asintética del modelo de contagio de Polya puede ser obteni-
da sin la presencia de contagio, en oposicion de la derivacion original. Importantes
comentarios al respecto pueden encontrarse en [60]. La ecuacién (3.34) aparece porque
hay una inhomogeidad en la distribucién, mientras el modelo de Polya refleja la pres-
encia de verdadero contagio, en el sentido de que se produce una alteracién en la
poblacién. La pregunta acerca de qué caracteristicas debe seguir una distribucion de
probabilidad para ser representativa de verdadero contagio permanece sin respuesta.
De la f.g.p. (3.32), pueden obtenerse las siguientes relaciones:
Fau(@) = (L4 p— p) >
f% 1n(1+p)+%(ln(1+p)+1n(1+pfpa:)fln(1+p)+1n(1+p))

¢ (3.35)
1—0—1;;—;71
A In(14p) T
— o pn(+p) o7 In 135

Comparando (3.35) con (3.13), se desprende que la binomial negativa con f.g.p. (3.32)
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puede ser obtenida como una Poisson con pardmetro %ln(l + p) compuesta con una
. . . f In 1£e=pe .
variable aleatoria que sigue una ley logaritmica con f.g.p. 42— Este mismo resul-

In 15

tado se obtiene de otra manera en la seccién siguiente.

Proceso estocastico de Polya

Anélogamente a como se obtuvo la ecuacién (3.31), considerando el modelo de urna

de Polya dado por (3.27), si las extracciones ocurren en los instantes de tiempo %, %,

-+, entonces, P(n,,mt) da la probabilidad de obtener n,, bolas blancas realizando
1 2

extracciones en los instantes ¢, t; = -, ¢ = =, {3 = %, -+ -. El nimero N,,(t) de bolas

blancas extraidas de la urna en el tiempo ¢t es un proceso de tiempo discreto.
De lo anterior se deduce que % es una medida del intervalo de tiempo entre
extracciones. Entonces, la relacion entre el nimero total de extracciones y el tiempo

total en el cual han sido realizadas viene dada por:

n=mt (3.36)

Las relaciones andlogas a (3.28), las cuales definen X y p, resultan:

m =
e (3.37)

pm =\
De (3.36), se deduce que:

(3.38)

El proceso en el tiempo discreto N,,(t) se obtiene de (3.27) reemplazando n por
mt. Reemplazando ademas el niimero combinatorio por funciones I', la ecuacion (3.27)

resulta:

C(mt +1) F(% "’nw)r(l%p —i—mt—nw)l—‘(l)

Pxlm/n =) = St —ny 1) T+ mt) I (2)(22) = (339)
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El proceso en el tiempo discreto N,,(t) tiene un limite en el tiempo continuo N(t).

Considerando:
m — 00

p—0 (3.40)
v—0

y % = cte., andlogamente a como se obtuvo la ecuacién (3.31), de (3.36), (3.37),
(3.38), (3.39), v (3.40) se obtiene el proceso de Polya, [109]:

F(% + nw) t fhw 1 »
Pnay(N(t) = ny) = nw!F(%) (1 i pt) <1 n pt) (3.41)

o>

El proceso de Polya ha sido extensamente tratado en la bibliograffa, [60], [109].
Como es analizado en [60], el proceso de Polya es un proceso de nacimientos puros
no estacionario.

En este punto es importante realizar el siguiente anélisis: tal como fue explicado
previamente, la distribuciéon asintotica del modelo de urnas de Polya, es decir, la
binomial negativa, puede ser obtenida como una Poisson mezclada o como una Poisson
compuesta. Sin embargo, el proceso de Polya dado en (3.41) no es un proceso de
Poisson compuesto, como se demuestra a continuacién.

En primer lugar se obtendra la f.g.p. de (3.41), para ello se debe calcular la sigu-

iente suma:
fnw(2) = D Prw(N(t) = ny)2"™ (3.42)
Nw=0
A partir del desarrollo en serie de (1 + pt — ptz)_%, se puede demostrar que:

fe’e) A Naw A
> F(; +nw) [ pt e 1+ pt T A (3.43)
N 1+ pt 1+ pt —ptz p '

Ny =0

de (3.43) y (3.41), la f.g.p. (3.42) resulta:

1 G
Ine(2) = (Hpt—ptz) (3.44)
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La teorfa de procesos de Poisson Compuestos puede verse en [60] y [98]. Un proceso

de Poisson compuesto tiene una f.g.p. dada por, [60]:

hy (z,t) = e H eithx(2) (3.45)

Tal como es analizado en [60], el proceso de Poisson compuesto tiene incrementos
independientes. Por lo tanto la f.g.p. cumple con la siguiente propiedad: Para todo
n > 0, los n incrementos que corresponden a una particiéon finita de un intervalo

deben ser mutuamente independientes. Es decir, que la f.g.p. debe cumplir con, [60]:

hy(z,t1 + tz —+ -4 tn) = hy(Z,tl) hy(Z,tQ) tee hy(Z,tn) (346)

Es fécil ver que la f.g.p. (3.44) no cumple con la propiedad (3.46). Consecuente-
mente, el proceso de Polya no es de incrementos independientes, y por lo tanto no
puede ser expresado como un proceso de Poisson Compuesto.

Por otro lado, el proceso de Polya tampoco es homogéneo en el tiempo. La f.g.p.
de un proceso homogéneo en el tiempo debe cumplir con la siguiente propiedad, [60]:
sean t —tg = t3 —ty = At

hy(Z,tl - tQ) = hy(z,tg — t4) = hy(Z, At) (347)

Nuevamente, es facil ver que la f.g.p. (3.44) no cumple con la propiedad (3.47).
Sin embargo, el proceso de Polya si puede ser expresado como un proceso de
Poisson mezclado con una densidad Gamma, ya que puede obtenerse como:
Puy (1w, ) = / ” eetwu(e; A )b (3.48)
0 Noy! 0
Posteriormente, se demostrara que el proceso de Cernuschi & Saleme es un pro-

cesos de Poisson compuesto, y por lo tanto es de incrementos independientes.



CAPITULO 3. MODELOS DE CONTAGIO 66

Relacion entre los procesos de nacimientos, el Proceso de Polya y los pro-

cesos de Poisson Compuestos

Seguidamente, se analiza una importante relacién entre los procesos de Poisson
compuestos y los procesos de nacimientos. El proceso puro de nacimientos queda
definido por, [60]:

i) Las transiciones directas desde un estado E; sélo son posibles hacia un estado
Ej+1.

ii) Sien la época t el sistema estd en el estado E,,, la probabilidad de un salto dentro
de un intervalo de tiempo entre ¢ y ¢ + h es igual a \,h + o(h), mientras que la

probabilidad de més de un salto dentro de este intervalo es o(h).

Con las condiciones anteriores, la probabilidad Py (n;t) de que el sistema esté en el
estado E, en la época t esta dada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,
[60]: 1

Py(n;t) = =X\ Pn(n;t) + \p1Pn(n—1;t) n=1,2,---

(3.49)
Py (0;t) = —XoPn(0; 1)

En particular, si A\, = A\g n =0,1,---, se obtiene el proceso de Poisson.
El proceso de Polya (3.41) es solucién del sistema de ecuaciones (3.49) donde los

coeficientes A, dependen del tiempo y estan dados por, [60]:

_ Atnp
C 14pt

Para obtener el sistema de ecuaciones que definen un proceso de Poisson com-

(3.50)

n

puesto, partiendo de la f.g.p. (3.45), se puede obtener la siguiente ecuacién:

hy (z,t) = (=p+ phx (2))hy (2,1) (3.51)

Sean Py (n;t)y h; las probabilidades que definen hy (z,t) y hx(z) respectivamente.

Teniendo en cuenta que:

Wy (2,1) = S Py(jit)2 (3.52)
j=0
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Desarrollando las f.g.p. hy(z,t) v hx(2), y h§-(z,t), se obtiene:

S Ph(mit)e" = (—p+ p Y hiz') Y Pu(jit)2? (3.53)
n=0 1=0 Jj=0

De la Ecuacién (3.53), igualando los coeficientes con potencias iguales de z, se

obtiene:

PR (n;t) = —puPy(nit) + p Y Py(n —ist)h;
=0
= p(ho — 1)Py(n;t) + p Y Py(n—i;t)h; n=1,2,--- (3.54)

=1

Py (05t) = p(ho — 1) Py (0;1)

Observando el sistema de ecuaciones (3.54), es facil ver que un proceso de Poisson

compuesto queda definido reemplazando la condicién i) anterior por:

i) Las transiciones directas hacia un estado E; sélo son posibles desde estados E;_;, 7 =

1,---,7.

3.2.2. El modelo de urnas para contagio de Cernuschi &

Saleme
El modelo de urnas de Cernuschi & Saleme

El modelo de contagio de Polya posee dos caracteristicas fundamentales: por un
lado, la extraccion de una bola de un color determinado altera las probabilidades de
todas las extracciones posteriores, ya que el agregado de bolas de un color altera el
nimero y las proporciones de bolas en la urna. Por otro lado, el modelo de Polya
presenta una simetria con respecto al color de la bola extraida, ya que el niimero de
bolas del tdltimo color extraido que se agregan a la urna es el mismo cualquiera sea
el color de la bola extraida.

Una modificacion del modelo de Polya para que sea de memoria finita, es decir,

sin la primer caracteristica mencionada, fue realizado en [2].
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Un modelo de urna para contagio con caracteristicas diferentes del propuesto por
Polya, fue propuesto en [32]. En este modelo, la probabilidad de un evento favorable
en una dada extraccion depende sélo del resultado de la extraccion inmediata anterior,
en lugar de depender del resultado de todas las extracciones anteriores. Ademas, no
hay simetria con respecto a la alteracion de las probabilidades de acuerdo con una
dada extraccion.

Existen muchos fenémenos donde la probabilidad de un dado evento depende del
resultado del evento inmediato anterior en lugar de hacerlo con respecto a todos los
anteriores. Ademads de los casos mencionados en la introduccion, otros casos posibles
pueden darse en Fisica, donde el estado de una particula depende del estado de sus
vecinas en un instante anterior. Tal caso podria acontecer en un cambio de fase, este
ejemplo fue sugerido por F. Cernuschi.

El modelo de contagio propuesto en [32] es como sigue: De n urnas que contienen
inicialmente w bolas blancas y b bolas negras, se realizan extracciones con reposicion
de la siguiente manera: si la bola extraida de una urna es blanca, entonces se agregan
bolas blancas en la urna siguiente, de lo contrario, no se realiza ninguna alteracién en
la composicion de las urnas. Luego se procede a realizar otra extraccion de la urna
siguiente.

Siguiendo este esquema, si p y ¢ son las probabilidades originales de extraer una
bola blanca o una bola negra respectivamente, las probabilidades para la siguiente

urna quedan expresadas como ap y (3q, donde:

pra=1 (3.55)
ap+6g=1 ; O0<ap<l ; 0<fg<1
Queda claro que para modelar el contagio, que es lo que nos interesa, debe ser
a > 1. Un valor de @ < 1 representaria la tendencia a que el proceso desaparezca,
esto podria modelar por ejemplo, una campana de vacunacion.
Es importante destacar que el modelo representa una cadena de Markov de dos

estados, [98]. La matriz de transicién de esta cadena resulta:
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(O‘p ﬂq) (3.56)

p q
Es decir que cualquier cadena de Markov de dos estados queda representada por este
modelo dando los valores apropiados de p, ¢, a y 5. Por lo tanto, los resultados que
se muestran a continuacién, podrian ser aplicados en Cadenas de Markov.

Un modelo de un ferromagneto unidimensional fue analizado de una manera sim-
ilar en [86]. Esta analogfa es otra muestra de la conexién existente entre los procesos
de contagio, los procesos de Markov y la Mecanica Estadistica.

Para encontrar la probabilidad de extraer m; bolas blancas de n urnas, se consid-
eran cuatro casos, [32]:

a) La primera bola es blanca y la dltima es negra

Llamemos r al numero de alternancias, esto significa, un cambio entre una serie
de extracciones de bolas blancas y una serie de bolas negras o viceversa. Luego, para

este caso:

r=2k+1 k=0,1,2,--- (3.57)
Por lo tanto, la probabilidad de una dada configuracion de m; extracciones de
bolas blancas y r alternancias, en funcién de k estd dada por:

P//lMl,K(m17 k:/n) — pmlqmgaml_l_kﬁk+1 my+ms =n (3.58)

El nimero de ocurrencias de cada configuraciéon (3.58) con m; extracciones de
bolas blancas y r alternancias estd dada por el nimero de maneras de distribuir m;,
extracciones en k + 1 grupos y my extracciones en k + 1 grupos.

Este conteo resulta:

mi1—1 <m1 B 1)'
Gt = (my — k — 1)k! (3.59)
Cmg—l o (mQ - ]')' .

f =
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Entonces, la probabilidad de obtener m; extracciones de bolas blancas y r alter-
nancias siendo la primera blanca y la tltima negra, estd dada por (3.58) multiplicada

por el nimero total de configuraciones (3.59):

(ml - 1)‘ (m2 — 1)‘ pm1qm2amlflfkﬁk+1

miy+moe =n

Pl]Ml,K(m17 k/n) =

(3.60)
0<k<mi—1 mympy>1

b) la primera bola es negra y la ultima bola es blanca
Este caso resulta del anterior invirtiendo el orden de sucesién en las extracciones.

Es decir, comenzando desde el final. Consecuentemente:

r=2k-+1

(ml B 1)| (m2 — 1)' mq m2am1—1—k/8k
(i —k— D (ma—k— 1)k 71

my+me =n

P2M1,K (mla k/n) =

(3.61)

OSkSml—l ml,mQZI

c) la primera y la tltima bola son blancas

En este caso, el nimero de alternancias sélo puede ser un nimero par. Entonces:

r =2k (3.62)

Ahora, el nimero total de configuraciones estd dada por el nimero de maneras
de distribuir m; bolas en k + 1 grupos y ms bolas en k£ grupos. Por lo tanto, la
probabilidad de obtener m; bolas blancas en r alternancias siendo la primera y la

ultima blancas queda expresada como:
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(ml — 1)' (mQ B 1)' mi . mo m1—1—k6k

(my —k =1k (me —k)!(k—1)! g

mi+me =n

P3M1,K (mh k/”) =

O<k<m—1 m122,m2>0 <363>
0<k< me — 1
P3N11,K<m17 k/n) = pm1am1—1 k=my=0, my=n
d) La primera y la ltima bolas son negras
Haciendo un analisis andlogo al anterior, este caso resulta:
r =2k
(mq —1)! (ms —1)! —k pk
P k — mi me . mi
(MK = OIS G — ko P
O</<:§m1 m222,m1>0
O0<k<my—1
Py x(mik/n)=q¢™ k=my =0, my=n
De las ecuaciones (3.60) a (3.64), se obtiene:
PlMl (ml/n) = Z PlMl,K (mlv k/n)
P2M ml/n Z PZM1 ml? k/n)
(3.65)

P3]L11 (ml/n = Z P3M1,K may, k/”)
k

P41V11 (ml/n) = Z P4M1,K <m17 k/”)
k

y la probabilidad de obtener m; bolas blancas resulta:
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Py (my/n) = Py, (my/n) + Py, (m/n)+

(3.66)
P3M1 (ml/n> + p41\/11,K (ml/n)

Distribucion Asintética del Modelo de Cernuschi & Saleme

La funcion caracteristica y el valor medio asintético para n — oo fueron obtenidos
en [32]. Aqui se considera un caso limite diferente, de (3.66), se obtiene la distribucién

limite cuando n — oo, p — 0, y @ — 00 con:

np =AM\
ap=1-0 (3.67)
0<pB<l1

La diferencia entre el caso limite considerado en este caso y el considerado en
[32], es andloga a la diferencia que existe entre los casos limites de la binomial que
conducen, ya sea a la Poisson o a la Gaussiana.

De (3.67) se obtiene:

- = —— 3.68
~ = (3.68)
De (3.67) y (3.68), considerando que m; permanece finito y:
n — 0o
p—0 (3.69)
a — 00

el comportamiento asintético de los factores involucrados en las ecuaciones (3.60) a

(3.64) es el siguiente:

¢ = (1—p)"™ (1= p)" = (1—p)7 e (3.70)
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(o= (my=K)(ma—k+1)-(my—1) _,
(ma — 1 — k)lk! k!
_ (n=my = k)(n—my —klm De(n—mi—1) (371)
-k ()
y de (3.67):
(ap)™ =1 -pB)" (3.72)

De (3.70), (3.71) y (3.72), el comportamiento asintético de Py, (m1, k), Pa,, o (ma, k),

P31\/11,K (mla k) y P4MLK (m1, ]{7) resulta:

Pra im0 =D LA N gy o
Loy \TT01 Ty — k=1 K\1-5 (3.73)
0<k<m—1 m >1
Payy, s (ma, k/n) = (m Z 1! 17 A kal(l—ﬂ)mlﬁ’“eA
2w L BP0 e D R\ — (3.74)
0<k<m—1 m >1
(my — 1)! 1/ A\ L S~
ol k/m) = o=y a\iog) o - Amate
3.75

Py (my,kfn) = (1= 0)"a™ k=0 my>2



CAPITULO 3. MODELOS DE CONTAGIO 74

—1)! 1/ a\
Pl b » o s (725) 0t

0<k<mi—1 my >0 (3.76)

Py o (mayk/n) = e k=0m =0

Los factores con potencias negativas en a = %, alen (3.73) y (3.74), y a2
en (3.75) tienden a cero para p — 0. Estos casos corresponden a que la primera
y/o la tltima bola sean blancas. Estas probabilidades tienden a cero debido a que
la probabilidad de que una bola en particular sea blanca tiende a cero. Entonces, la
unica probabilidad mayor que cero es Py(my, k), dada por (3.76). Como resultado, el

valor asintético de Py(my) se obtiene como:

N m (g - 1) 1/ A\ o
P4Ml,K(m1/n) ~ PMl(ml) - — (ml — k)'(k’ — 1)| k'(l-ﬂ) (]- _B) B €

my >0

P4Ml,K(mla k/n) ~ PMl(ml) = e_>\ k=my=0
(3.77)

La distribucién asintotica del modelo de Cernuschi & Saleme obtenida

como una Poisson Compuesta

Seguidamente, se obtiene la f.g.p. de (3.77) dada por:

f(x) = i P(my) ™ (3.78)

m1=0

Luego:

o0 mi1

fly=e+ > 3

m1=1 k=1

ml_l! 1 A ’ m1 gk —X\ _.m1
(—k)!(k>— 1)! k‘!(l_ﬁ) (1-p)"p%e x (3.79)

(11
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Tomando en cuenta que la serie (3.79) es una serie de términos positivos, cam-
biando el orden de las sumas y tomando en cuenta que la suma en k también va hasta

infinito, la ecuacién (3.79) resulta:

= g > (my — 1)!
f(z) =e‘A+Z;<1i5) 6’“%_11)!(3—A Zkgml_;;; (1—p3)" 2™ (3.80)

k=1 mi—

Considerando la siguiente relacion:

> (ml — 1)' ) ©
M = my—k+1)---(m; —1)z™
mgk (ml - k)| mgk( ' ) ( ' )
00 dkfl o9 dkfl
k mi—1 k my—1
— mlzk 4 dzk—lz 1 — le:1 V4 dzk_lz !
bt [ (3.81)
— Zk Zml—l
dzk—1 (mgl
_ a4 (1) _ k=)
R N _Z(l_z)k
Usando (3.81), la ecuacién (3.80) resulta:
1 \Bz g
e —|— | e 3.82
1=+ 2| = 052

es facil ver que la ecuacién (3.82) es una serie exponencial, después de algunas sim-

plificaciones, esta resulta:

fin(@) = e U (3.83)

Se debe notar que la ecuacién (3.83) conduce a la f.g.p. de una Poisson en ausencia
de contagio para o = 1,8 = 1.
Comparando (3.83) con (3.13), se deduce que la f.g.p. (3.83) corresponde a una

Poisson compuesta. La variable aleatoria que compone a una Poisson tiene la f.g.p.:

Bx

=10 -%% (3.84)

g()
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La variable aleatoria correspondiente a (3.84) es una geométrica:

Py(n)=F 1-8"" n=1,2,3,-- (3.85)

Este limite asintético del modelo de contagio de Cernuschi & Saleme y el calculado
en [32] son andlogos a los diferentes limites de los ensayos de Bernoulli que tienden a

la distribucién de Poisson o a la Gaussiana.

Proceso de Cernuschi & Saleme

Tal como fue considerado en la seccién previa, la tinica probabilidad mayor que
cero en el caso limite es (3.64), Py,, (M1, k,n). El proceso de Cernuschi & Saleme se
obtiene de (3.64) de la misma manera como fue obtenido el proceso de Polya a partir
de (3.27).

Reescribiendo (3.64) de otra manera, teniendo en cuenta que ¢ = 1 — p, my =
n — myy utilizando funciones Gamma en lugar de los factoriales del segundo ntimero
combinatorio, resulta:

my — 1)! I'n—m
Panac(ma, kfn) = (ml(— i)!(/{;)— )l T(n —( m —lk?))k:! 8
X (pa)™ (1 = p)" ™a Bt

Myt my =1 (3.86)

O<k<m mo>2,m; >0
O0<k<my—1
Py, k(my,k/n)=(1—p)" k=m; =0
Tal como fue obtenido el proceso de Polya, de manera de considerar el proceso de

tiempo discreto N,,(t), se define n = mt. Entonces, las relaciones anédlogas a (3.67),
(3.68) y (3.69) resultan:

mp =\
ap=1-p (3.87)
0<p<1
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@_1-F (3.88)

De (3.86), considerando m; < mg &~ n = mt, el proceso de tiempo discreto N,,(t)

resulta:
(my — 1) L(mt —mi)
P k; t) =
i (a, ks p, o, mt) (my — DI(k—1)! T(mt —my — k))k! .
X (pa)™ (1 —p)™ ™Ma g (3.89)

O0<k<mg m; >0

P(my, kip,a,mt) = (1 —p)™ k=m; =0

Los casos limite son:
m — o0

p—0 (3.90)

a — 00

De (3.89), el limite continuo en el tiempo N (t) del proceso discreto en el tiempo

N, (t) se obtiene como:

Py x(N(t) =ma, k) = %I_I}})o Pupy i (ma, ks p, o, mt) (3.91)
p—0
a—0o0

Realizando los calculos correspondientes, la ecuacién (3.91) resulta:

k
PN(t)(NOf) =m, k) = (nlj}l—_11> (&) X
1-pm
k!
O<k<m; m >0

P(N(@t)=my,k)=e ™M k=m; =0

x pre (3.92)

Se debe notar que la ecuacién (3.92) es la de (3.76) pero reemplazando A por At. Por
lo tanto, la f.g.p. de (3.92) resulta:
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A

fun(e,t) = e N (3.93)

La ecuacién (3.93) tiene la forma (3.45) correspondiente a un proceso de Poisson
Compuesto. Por lo tanto, el proceso de Cernuschi & Saleme es un proceso de Pois-
son compuesto donde la variable que compone a la Poisson sigue una distribucion

geométrica.



Capitulo 4

Modelo de Cadenas de Eventos

Raros

4.1. Descripcién del Modelo de Cadenas de Even-

tos Raros

En el modelo de Cadenas de Eventos Raros, tal como fue originalmente desar-
rollado en [30], se estudia la produccién de eventos multiples, de manera que las
ocurrencias pueden ser de multiplicidad simple, doble, triple, etc.

De esta manera, la probabilidad de n eventos se obtiene como la probabilidad de
obtener n; ocurrencias simples, ny ocurrencias dobles, ng ocurrencias triples, ---. La
variable aleatoria IV; da el nimero de ocurrencias de multiplicidad .

En este modelo, la ley de probabilidad de cada ocurrencia de multiplicidad ¢ sigue
una ley de probabilidad de Poisson con parametro \; > 0:

Aty

Py,(n;) = P(N; = n;) = ol e (4.1)

Se asume ademas que las variables aleatorias N; son independientes. Por lo tanto,
la probabilidad de obtener n; ocurrencias simples, ny ocurrencias dobles, ng ocurren-

cias triples, - - -, es:

79
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A A
Py Ny Ng (1, 2,13, - -5 A1, Mg, Ag, oo o) = L | 2 T e uAat) (4.2)
ni. MNo:
El ntmero total de eventos es:
N =Ny +2Ny+3Ns +--- +iN;j+ - (4.3)

Entonces, la probabilidad de obtener n eventos estda dada por la suma de todas

las expresiones de la forma (4.2) con la restriccion:

esto resulta en:

)\1 ni )\2712

Tl1! TZQ!

Pn(n) = Pn(n, A1, Aoy Ag, -+ 0) = Z coeem et Aat) (4.5)

n=ni+2n2+3nz+--+in;+--
Como fue considerado en [30], las probabilidades dadas por la ecuacién (4.5) cor-

responden a los coeficientes de x™ en el desarrollo de:

fu(@) = e OrPatder) Oartast Hhged ) (4.6)

donde f(z) =3 Py(n)z™ es la p.g.f. de la variable aleatoria N = 22, ilV;.

La f.g.p. (4.6) es la que corresponde al modelo de Cadena de Eventos Raros. Es
decir, una cadena de eventos de Poisson independientes con distinta multiplicidad, tal
como se ha explicado. A partir de la f.g.p. (4.6), pueden obtenerse distintas distribu-
ciones considerando que existe una relacion entre los parametros \;. Esta relacion o ley
de variacion de los parametros debe elegirse adecuadamente de acuerdo al fenémeno
considerado. Introduciendo la siguiente ley de variacion de los A;:

i—1

A= (4.7)
(3

Yule obtuvo la distribucion asintética del modelo de contagio de Polya, tal como se



CAPITULO 4. MODELO DE CADENAS DE EVENTOS RAROS 81

explicara posteriormente.

El modelo considerado en [30], introduce una relacién distinta de (4.7) entre los
parametros de las probabilidades de ocurrencias de distinta multiplicidad. Como se
observa de (4.7), los \; siempre disminuyen al aumentar i.

En [30] se propone una ley de variacién alternativa en la cual los \; aumentan
hasta alcanzar cierto maximo, a partir del cual comienzan a disminuir. Este caso es
util entonces para representar ciertos fenémenos como ser accidentes en autopistas,
llamadas telefénicas, y también puede ser aplicado en clasificacién por agrupamiento
“clustering”. Los parametros de Poisson estan relacionados por la siguiente ecuacion,
[30]:

i—1

N=A =23 a>0 (4.8)
i!
De (4.8) se obtiene:
Ais1 a
= 4.9
A 141 (4.9)

La ultima expresién muestra que \; se incrementa con ¢ para 1 < ¢+ 1 < a, y decrece
para i+ 1> a.

Usando la relacién (4.8), la ecuacién (4.6) resulta:

Mg M
fn(x)=e a ea (4.10)

De la ecuacion (4.10) resulta, [30]:

Py (0) Ze_);( =1
Py(n) :e_Aal( “_1) C;; gr; {;} (t)m . (4.11)

donde {Z} son los nimeros de Stirling de segunda especie, [94], [89]. Se da una prueba
alternativa de este resultado en la seccién siguiente.

La evaluacién de la ultima ecuacion se hace dificil para valores grandes de n.
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Consecuentemente, en [30], se utiliza el método de “steepest descent”, [50], [64]. De
esta manera se pueden obtener con gran precision y para valores no muy grandes de
n los coeficientes de 2™ en el desarrollo en serie de la ecuacion (4.10). La aplicacién

del método para obtener la probabilidad de n eventos para valores grandes de n da,
[30]:

A g o
Py(n) ~ & p (112)
Nin) ~ .
2m gnon(ax, + 1)
donde z,, estd dada por:
n
= 4.13
e Nz (4.13)

Los momentos de la variable aleatoria N pueden ser obtenidos de las sucesivas

derivadas de f(z) evaluadas en x = 1. La esperanza de N se obtiene entonces como:

E(N) = (EZ)M = e (4.14)

La varianza puede ser obtenida de E(N?) usando Var(N) = E(N?) — E(N)?,
donde E(N?) estd dada por:

d? f

E(N?) = (de>m:1 + E(N) (4.15)

resultando:

Var(N) = Me(a+1) (4.16)
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4.2. Aplicaciones del modelo de Cernuschi & Castag-
netto a un estudio de Confiabilidad y Procesos

de Cola

La produccion de fallas y el estudio de confiabilidad han sido temas de gran
importancia en la ingenierfa. La finalidad de este estudio radica en poder predecir la
produccién de fallas de un sistema o poder medir la confiabilidad del mismo. Para
lograr este objetivo, y dado que la ocurrencia de fallas es un evento aleatorio, se trata
de encontrar una distribucién de probabilidad a la que se ajusten los datos reales. De
esta manera, para ajustar distintos tipos de datos, se han propuesto un gran nimero
de distribuciones, [6], [56].

También los procesos de cola han sido ampliamente analizados, estos resultan de
gran aplicacion en organizacién de la produccién y distintos casos de ingenieria de
software.

La utilidad de la distribucién de Poisson en el analisis de fallas y procesos de cola
es bien conocida, [60]. Esto proviene del hecho de que la distribucién binomial con
parametros k y p converge a la distribucién de Poisson con parametro A = kp cuando
k — oo y A permanece constante. Es decir que cuando la probabilidad de una falla es
baja, las fallas ocurren en forma independiente, y el niimero de eventos de posibles
fallas tiende a infinito, la probabilidad de fallas se ajusta muy bien a una distribucién
de Poisson. En este caso, la hipotesis de independencia es fundamental. Cuando las
fallas no son independientes o cuando la probabilidad de estas cambia después de
que ha ocurrido alguna de ellas, la ley de probabilidad se aparta de la distribucién
de Poisson. En estos casos, es usual tratar con distribuciones de Poisson compuestas.
Seria importante disponer de alguna caracterizacién de las distribuciones de Poisson
compuestas, para poder saber de antemano a que distribucién en particular se ajustan
los datos. Algunos teoremas de caracterizacion para algunas distribuciones ya han sido
estudiados en la bibliografia, [45]. Serfa importante encontrar caracterizaciones para
toda la familia de distribuciones de Poisson compuestas.

En lo que sigue, analizamos datos de produccion de fallas y arribos en un proceso
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de cola en los cuales el modelo de Cadena de Eventos Raros se ajusta muy bien, este
andlisis continda el desarrollo presentado en [14].

Una caracteristica importante de algunos modelos de produccién de fallas o pro-
cesos de cola es que la tasa de produccion de eventos no es necesariamente constante,
[82]. Esta caracteristica es fundamental para analizar sistemas reales con confiabilidad
creciente, o procesos de cola, en los cuales la tasa de arribo de clientes depende del
nimero que ya existe en la cola.

Ciertos modelos con esta caracteristica han sido analizados en [82]. El modelo de
Cadena de Eventos raros presenta la caracteristica senalada, dado que la probabili-
dad de ocurrencia del primer evento puede ser baja, pero una vez ocurrido este, la
probabilidad de un segundo aumenta, y asi sucesivamente hasta alcanzar un maximo
de acuerdo con el valor del parametro a, como se vio en las secciones anteriores.

Este tipo de modelos analizados en [82] se conocen como modelos con cero modi-
ficado. A modo de ejemplo, se muestran los resultados de aplicar el modelo propuesto
en [30] y los otros analizados en [82] y se compara con los datos obtenidos con otros
modelos. El primer juego de datos presentados en la tabla 13 fue obtenido de un es-
tudio de confiabilidad, [24]. El segundo juego de datos, correspondientes a las tablas
14 y 15, fue obtenido de un estudio de colas, [136]. Los datos que se muestran en las
tablas 13, 14, y 15 corresponden al valor de la variable aleatoria N, (ntimero total de
eventos), y las frecuencias observadas. Los modelos analizados en [82] son: el modelo
compuesto, el modelo de nacimientos puros y la distribucion de Poisson estimando su
parametro de dos maneras: utilizando maxima verosimilitud y de manera de ajustar
la frecuencia de ceros. En las tablas 13, 14 y 15, se muestran también las frecuencias
obtenidas con los modelos analizados en [82].

El modelo compuesto analizado en [82] estd dado por la siguiente funcién de
probabilidad:

0
p(x;0,p) = { ((;__91))5 r=12 (4.17)

el modelo de nacimientos puros analizado en [82] estd dado por el siguiente sistema
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de ecuaciones diferenciales, (ver también 3.49):

Fy(t) = =XoFo(t)

P'(t) = =AP.(t) + MNPy () i=1.2 - (4.18)
I(t) = —AP(t) + AP,_1y(t)  i=1,2,

donde Py(0) =1y P;(0) =0,i = 1,2,---. Se debe notar que si \g = A en (4.18), se
obtiene el proceso de Poisson. La diferencia entre \g y A es lo que lo convierte en un
proceso de cero modificado.

Los pardmetros A\; y a del modelo de Cadena de Eventos Raros, son estimados
utilizando maxima verosimilitud y el método de momentos.

Los datos que se muestran a continuacién en la tabla 4.1, han sido obtenidos de
un estudio de confiabilidad sobre consolas PPI en 6278 horas de operacion, realizado

en la compania aérea Hughes, [136].

Numero de Fallas 0 1 2 3 0 mas
Observadas 8 4 3 4

Mod. Compuesto 8 4.2 3.6 3.3
Nacim. Puros 8 4.3 3.4 3.3

Poisson MLE 5.7 6.9 4.1 2.3

Poisson Ajuste en cero 8 6.9 3.0 1.1
c&C 7.9 3.9 3.0 3.9

Cuadro 4.1: Datos de Confiabilidad. Con C & C se indica el modelo de Cernuschi &
Castagnetto

Se debe notar que no es posible aplicar el método de los momentos para los datos
de la tabla 13 debido a que sélo las frecuencias para 1, 2, y 3 o mas fallas, son los
tunicos datos disponibles en [136]. Por lo tanto, no es posible obtener el valor medio
y la varianza de las muestras. Sin embargo, es posible aplicar el método de maxima
verosimilitud, debido a que la probabilidad de 3 o mas fallas, Py(n > 3), se obtiene
como Py(n>3)=1—Py(n=0)— Py(n=1) — Py(n=2).

El juego de datos que se muestra en las Tablas 14 y 15, [82], han sido obtenidos
de dos estudios de procesos de cola realizados, [24]. Estos estudios corresponden a

depdsitos de herramientas en una fabrica de aviones. Los depdsitos almacenan una
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variedad de herramientas en las salas de méquinas y en las lineas de montaje.

Este ejemplo muestra la importancia del estudio de teoria de colas en la ingenieria.
En este caso, la importancia radica en poder determinar el nimero adecuado de ca-
jeros para atender los pedidos en los depositos de herramientas. Esta es una solucién
de compromiso, ya que por un lado, los capataces se quejan porque los mecéanicos tar-
dan mucho tiempo en los depdsitos, lo cual implica aumentar el nimero de cajeros.
Por otro lado, con el fin de reducir costos, las areas de gerencia tienden a reducir
el personal. Consecuentemente, este estudio fue realizado para determinar el niimero
adecuado de cajeros en los depdsitos. Seguidamente, se muestran los datos correspon-
dientes a mecanicos haciendo cola en los respectivos depdsitos de la sala de maquinas

y de la linea de montaje, por tiempo medio de atencion, [24].

Numero de Arribos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X2
Observados 272 306 213 117 44 12 6 5 1

Mod. Compuesto 272 289 228 120 47 15 4 1 0 27.27

Nac. Puros 272 292 225 119 48 15 4 1 0 23.44

Poisson MLE 233 334 239 114 41 12 3 1 0 57.81

Poisson a. ceros 272 348 222 95 30 8 2 0 0 123.46

C&C (ML) 272 309 211 110 48 18 6 2 1 8.02

C & C (Mom.) 274 307 210 110 48 18 6 2 1 7.83

Cuadro 4.2: Proceso de Cola. Deposito de herramientas de la Sala de maquinas. Con
C & C se indica el modelo de Cernuschi & Castagnetto

Numero de Arribos 0 1 2 3 4 5 6 7 X2
Observados 91 109 67 52 22 8 5 2

Mod. Compuesto 91 95 85 51 23 8 2 1 11.63

Nac. Puros 91 96 83 50 23 9 3 1 9.33

Poisson MLE 72 115 92 49 20 6 2 0 26.4

Poisson ajuste de ceros 91 124 85 38 13 4 1 0 64.6

C & C (ML) 91 104 7 45 22 10 4 1 3.54

C & C (Mom.) 91 105 78 45 22 8 5 2 3.61

Cuadro 4.3: Proceso de cola. Depdsito de la linea de montaje. El modelo de Cernuschi
& Castagnetto se indica como C & C
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En las Tablas 14 y 15, se muestran las frecuencias obtenidas utilizando los modelos
analizados en [82], y las que se obtienen con el modelo de Cadenas de Eventos Raros.
Las frecuencias calculadas han sido redondeadas a enteros.

También, se muestra el nivel de confianza en los datos de acuerdo al test chi-
cuadrado. Tal como se menciona en [82], no tiene sentido aplicar la estadistica chi-
cuadrado en los datos de confiabilidad de la tabla 13 debido a que la muestra es
demasiado pequena.

Las conclusiones que pueden obtenerse de los resultados mostrados en las Tablas
4.1, 4.2, y 4.3, son las siguientes: Los modelos que poseen dos parametros de ajuste,
el modelo compuesto y el modelo de Cadena de Eventos Raros, ajustan mejor que el
modelo de Poisson simple independientemente del método de estimacion utilizado. El
modelo de Cadena de Eventos Raros ajusta mucho mejor que el resto para los datos de
confiabilidad y ligeramente mejor para los datos del fenémeno de cola. Se debe notar
que el modelo propuesto, ajusta mejor que los otros los datos reales correspondientes
a los procesos de cola, para los valores mas altos de arribos. Como puede observarse,
la estimacién por momentos y por maxima verosimilitud de A\; y a dan resultados
similares. Un analisis extensivo acerca de ambos métodos de estimacion es realizado

n [56]. Se debe notar que el método de momentos es matematicamente mucho mas
simple que el método de maxima verosimilitud.

Los resultados del test chi-cuadrado indican que para un nivel de significancia del
5%, sélo el modelo de Cadena de Eventos Raros no posee discrepancia significante
con los datos reales para los datos de la tabla 4.2. Para los datos de la tabla 4.3, s6lo
los datos correspondientes al modelo de Poisson son significantes. Los datos del test
chi-cuadrado que se muestran en ambas tablas, indican que el modelo de Cadena de
Eventos Raros, ajusta los datos reales mejor que los otros.

En la tabla 4.4, se muestran los valores estimados de los parametros del modelo
de Cadena de Eventos Raros.

Recordando que el parametro a indica la tendencia de los eventos a ser de una
multiplicidad mayor, los valores de la tabla 4.4 muestran qué ocurrencias con mayor
indice de multiplicidad estédn presentes en los datos de confiabilidad. Ocurrencias mas

simples estan presentes en los datos del proceso de cola, tal como es indicado por el
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Pardmetro A1 a
tabla 4.1 0.498 1.017
tabla 4.2 (MLE) 1.12 0.24
tabla 4.2 (ME) 1.13 0.23
tabla 4.3 (MLE) 1.14 0.34
tabla 4.3 (ME) 1.2 0.27

Cuadro 4.4: Valores estimados de los pardmetros del modelo de Cernuschi & Castag-
netto para los casos analizados

bajo valor de a para estos casos.

4.3. Distribuciéon Conjunta de Ocurrencias y Even-

tos

En esta seccion, se extiende el modelo original tomando en cuenta el niimero total
m de ocurrencias en las cuales el nimero n de eventos ocurren.

Por ejemplo, en el caso de accidentes automovilisticos en una carretera de trafico
denso, se considera el niimero total de accidentes y el nimero total de autos involu-
crados en estos accidentes, en un periodo de tiempo.

De manera de considerar n eventos producidos en m ocurrencias, ademas del
numero total de eventos, ver ecuacién (4.3), es necesario tener en cuenta el nimero

total de ocurrencias.

M =N;+ Ny +Ng+---+N; +--- (4.19)
Notar que N > M. Por lo tanto:

)\lnl )\2n2

cem(ahat) 4.20
711! 712! ¢ ( )

PN,M(n,m) = Z

n=n1+2n2+3nz~+---+in;+---
m=ni+ns+nzg+---+n;+---
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donde las probabilidades dadas por la ecuacién (4.2), se han sumado con las condi-

ciones dadas por la ecuacién (4.4) y:
m=ny+ng+ny+---+n;+--- (4.21)

Definiendo la funcién generadora de probabilidad:

oo 0

fvm(z,y) = Z Z Py a(n,m) z™ y™ (4.22)
n=0m=0
entonces, operando analogamente a como se obtuvo (4.6), las probabilidades de la
produccién de n eventos en m ocurrencias, dados por la ecuacién (4.20), corresponden
a los coeficientes de x™y™ en la expansiéon en serie de:

Faar(,y) = e Cridesder) st Hhseso) (4.23)

Introduciendo la relacion (4.8), la expresién anterior resulta:

)\1 a ﬁ ar
fvm(z,y) = e—;(e b ea yle D (4.24)

Notar que, [94], [89]:

1 [d* (e —1)™ 1 &K (m) ., i n
SO A roef) e

donde {:}} son los niimeros de Stirling de segunda especie, [94], con {8} =1, {”} =0
paran>0,y{1’;}:0param>n.
Por lo tanto, de las ecuaciones (4.24) y (4.25), la probabilidad conjunta de la

producciéon de n eventos y m ocurrencias, se obtiene como:
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(4.26)

——(e" =1 LT
e a a™ n
P e(n,m) = n! <6L1> {m}

En particular, se debe notar que la ecuacién (4.11) se puede obtener directamente de
la ecuacién (4.26).

La probabilidad marginal Py/(m) puede obtenerse como Py (m) = >-0° ) Py ar(n, m),
o del coeficiente de y™ en el desarrollo de (4.24) haciendo = = 1, ver ecuacién (4.22),

lo cual resulta en:

Pum)="2% (Al(e“ - 1)>m (4.27)

a

Como se ve claramente, la variable aleatoria M = 3 7°; N, tiene una distribucién con
parametro \
A= (e —1) (4.28)

a

4.4. El modelo de Cadenas de Eventos Raros como

una Distribucién de Poisson Compuesta

Una propiedad importante del modelo considerado es que puede ser expresado
como una Poisson compuesta con una Poisson Truncada en Cero. Esta ultima dis-
tribucion de probabilidad surge como una modificacién de la Poisson cuando el evento
cero es muy dificil o imposible de ser observado. Tal caso acontece por ejemplo cuando
se quieren computar los accidentes de trabajo en una fabrica con operarios tempo-
rales, en estos casos es dificil computar los empleados que no han tenido accidentes.
Esta distribucién ha sido extensamente estudiada en la bibliografia, [49], [120], [156].

Dado que:

Py ai(n,m) = Py ar(n/m)Py(m) (4.29)
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usando (4.26) y (4.27), Pn/u(n/m) se obtiene como:

Pyy(n/m) = 1"

En lo que sigue, se demuestra que la ecuacion (4.30) puede ser obtenida como la
probabilidad de la suma de m variables aleatorias independientes, e idénticamente
distribuidas con una Poisson Truncada en Cero.

Sean X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con una

Poisson Truncada en Cero con parametro a > 0.

1 a”i

- =123, i=1,2,3,- 431
(e“—l) $Z' v ! ( )

sz(l‘l) =
Entonces, la probabilidad Py y (21 + 2+ -+ 2y = n/M = m) de la suma X =
", X; de m i.i.d Poisson Truncada en Cero variables aleatorias, Xi, Xo, -, Xy,

esta dada por:

M e 1 a”i
PXM( :Bizn/Mzm>: - %
/ ; n:aclJrgJ:r---erm z:l_Il (ea - 1) x’l' (432)
r;=1,2,---
Definiendo (), como el coeficiente de z" en el desarrollo en serie de:
g(2) = (e” = 1)™ (4.33)
entonces: . _
c.= > 1% (4.34)
n=a14wa+-tTm i=1 Li°
De las ecuaciones (4.32) y (4.34):
M C
Px/m <Z Xi=n/M= m) = (4.35)
i=1 (er —1)

Los coeficientes C), pueden ser explicitamente obtenidos de la ecuacién (4.33) usando



CAPITULO 4. MODELO DE CADENAS DE EVENTOS RAROS 92

(4.25) como:

n(ed% _ 1 m n
C, = (Ci(e)> - m!{ " }a (4.36)
dzm 0 m| n!

De (4.35) y (4.36):

P<§Xin/Mm>TW (4.37)

i=1

Comparando las ecuaciones (4.30) y (4.37) resulta claro que Py (n/m) puede ser
obtenida como la probabilidad de la suma de m i.i.d. variables aleatorias Poisson
Truncadas en Cero.
Como resultado, el modelo propuesto en [30], puede ser analizado como una prob-
abilidad de Poisson Compuesta con una probabilidad de Poisson Truncada en Cero.
De (4.30), o usando la equivalencia anterior, la esperanza condicional de N dado

M = m se obtiene como:

ea

E(N/M =m) = 4.
(N/ m) ma(ea_ 0 (4.38)
y la varianza condicional esta dada por:
a (g0 _ 1 —
Var(N/M =m) = 22° 56 %) (4.39)

(er = 1)°

4.5. Inclusion de Ocurrencias de Multiplicidad Cero

Se debe notar que no se han considerado ocurrencias en las cuales ninguno de
los eventos de interés ocurren. Este caso puede ser considerado en el modelo. En el
ejemplo de los accidentes de automoviles, este caso corresponderia a considerar el
nimero de accidentes Ny en los que no intervengan ningin automovil.

Para este caso, definiendo N* como el ntimero total de eventos:

N*“=0.Ng+1.N+2.Ny+--- (4.40)
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y M* como el nimero total de ocurrencias:
M*=Ny+ Ny + Ny +--- (4.41)

Como antes, se considera que las ocurrencias con 0 automéviles involucrados son
independientes del resto, y que esta representa una variable aleatoria que sigue una

ley de Poisson con parametro A\g. Entonces, la ecuacion (4.2) resulta:

* . _
PNO,NLNZ’.‘.(TLO) N1, Mo, N3, -+ -] )\07 )\17 )\27 )\37 t ) -

)\Ono )\1n1 )\an - 6_(>\0+>\1+)\2+m) (442)

TLQ! 711! 712!

El parametro Ao se elige de manera de satisfacer la relacién (4.8) para i = 0, lo cual

resulta:

_ N
_Cl

Ao (4.43)

De manera de obtener la funcién de probabilidad Py.(n) de N*, es necesario sumar

las probabilidades dadas por la ecuacién (4.42), sujeto a la condicién:
n=0.n+1.n+2.ng+--- (4.44)

Se debe notar que la nueva condicién (4.44) es exactamente la condicién (4.4), y
entonces, se obtiene (4.6) y (4.10) nuevamente.
Sin embargo, para obtener la distribucién conjunta de N* y M*, en lugar de la

condicién (4.21), es necesario considerar la condicién:
m=mng+n+ng+ny+---+n;+--- (4.45)

Anélogamente a lo realizado anteriormente, de la suma de términos de la forma (4.42)
usando las condiciones (4.44) y (4.45), se obtienen las probabilidades Py« p+(n,m)

como los coeficientes de x"y™ en el desarrollo en serie de:

_ 2 34...
Fire e (@,y) = e Qothtdatdat) - oyQothiadas Hhgads) (4.46)
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usando (4.8) y (4.43), fx+ p-(z,y) se obtiene como:

A
——e* —ye
Inear-(z,y) =e a ea Y (4.47)

Luego, Py« 5s+(n,m) se obtiene directamente como:

A,
Pye y-(0,0) =e a
A
. e o g (4.48)
N (n,m) = e el ol L
n:1727 ; m_071727 Y

Recordando que las condiciones (4.4) y (4.44) son equivalentes, las probabilidades
marginales Py(n) y Pj.(n), obtenidas de la ecuacién (4.26) y de la ecuacion (4.48)
respectivamente, son las mismas.

La probabilidad marginal Pj..(m) obtenida de la ecuacién (4.48) es:

A,
——¢€ A m
* e a a
Pr.(m) = o ( ale ) (4.49)

la cual corresponde a una distribucion de Poisson con pardmetro %e“. De (4.48) y
(4.49):

(am)"

e tm (4.50)

Py (n/m) = o

Como se observa, la ecuacién (4.50) es la probabilidad de la suma de m i.i.d variables
aleatorias Poisson con pardmetro a.

Por lo tanto, Px(n) = Px-(n) = X7 Pr~ (1, m) puede ser considerada como
una Poisson compuesta donde una Poisson con parametro %e“ compone otra Poisson
con pardmetro a, véase también [74] y [56].

Notar que, como se ha demostrado en la seccién anterior, alternativamente, Py (n)
puede ser obtenida como una distribucién de Poisson, donde una Poisson con pardametro

AL(e® — 1) es compuesta con una Poisson Truncada en Cero con pardmetro a.
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4.6. Aplicacién de la distribucién conjunta en el
analisis de datos agrupados. Estudio de confi-

abilidad en software

El anélisis del modelo como una distribucién de Poisson Compuesta, permite con-
siderar casos de datos agrupados, de manera que el nimero de grupos sigue una
probabilidad de Poisson, y el nimero de elementos en cada grupo sigue una proba-
bilidad de Poisson Truncada en Cero. Una aplicacién importante de estos casos se da
en el andlisis de ¢lustering”, (ver [56]).

Un caso interesante en el cual los datos se consideran agrupados, es en el analisis
de produccion de fallas en software. La idea de agregar un segundo parametro en el
modelo de Cernuschi & Castagnetto, surgié como consecuencia de aplicar este modelo
al estudio de confiabilidad en software. El andlisis de confiabilidad en software ha
adquirido gran difusién desde la década del 70, [111], [115], [134], [153], [152], [163].
La confiabilidad en software se define como la probabilidad de que el sistema opere
sin fallas en un periodo de tiempo determinado, [115]. Esta definicién es la misma
que se utiliza en confiabilidad de hardware, aunque también en este caso existen otras
definiciones posibles, (ver [126]).

El concepto de falla y de probabilidad de falla en un programa de computacion,
han sido cuestionados en la bibliografia, [42], [144]. Sin embargo, independientemente
de la aplicacion practica, el estudio de datos de fallas y modelos formulados, resulta
de gran interés en probabilidad y estadistica.

El hecho de que un programa de computacion sea probado en varias ejecuciones,
y corrigiendo cada vez las fallas que se van produciendo, y ademas, escribiendo nuevo
c6digo, es lo que hace que el tratamiento de las fallas en software sea diferente que el
de fallas en equipos, dispositivos, o hardware en general.

En el tipo de datos que se presentan como fallas en software, resulta de gran apli-
cacion la distribucion conjunta de ocurrencias y eventos desarrollada anteriormente.

Una manera de probar cuan bueno es el modelo de producciéon de fallas propuesto,

es de acuerdo al nimero de fallas que este predice en el tiempo de ejecucién del
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sistema. Asi, a medida que el sistema es probado, se lleva una estadistica de las fallas
producidas a lo largo del tiempo de prueba, con esas fallas producidas, se realiza una
estimacion de los parametros del modelo y se predice el nimero de fallas en el tiempo
de ejecucion remanente. El niimero de fallas predicho puede luego contrastarse con los
datos reales. Este método se denomina validez predictiva, y 1os modelos de prediccién
de fallas en el tiempo, modelos de crecimiento, [115], es decir, se dispone del niimero
de fallas producidas en distintos instantes de tiempo hasta un tiempo t;,;. El nimero
de fallas ny,s producidas hasta el instante de tiempo ¢,.s < t¢ son utilizadas para
estimar los pardmetros de la funcién de valor medio del modelo p(t), de manera que
f(tpast) = Npast- Sustituyendo el valor de los parametros en la funcién de valor medio,

se obtiene el numero de fallas totales estimadas:

ﬁtot - ﬂ(ttot) (451>

Consecuentemente, el nimero de fallas remanentes n,.,,, a producirse en el tiempo

trem = tiot — tpast, puede estimarse como:

7irem - ﬂtot - npast - /l(ttot) - ﬂ(tpast) (452>

El valor estimado es comparado con los datos reales observados. Este procedimien-
to se repite para varios valores de .

Es importante notar que si el valor medio de la probabilidad de fallas es propor-
cional al tiempo, tal como ocurre con los procesos de Poisson Compuestos, la Ecuacién

(4.52) resulta:

ﬁrem == ,a(ttot) - ,&(tpast) (4 53)

A

- la(ttot - tpast) = M(trem)
Por ejemplo, supongamos que se utiliza un proceso de Poisson con parametro A

como modelo de prediccién de fallas. En este caso,

u(t) = Mt (4.54)
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El pardmetro A puede estimarse como la tasa de fallas, haciendo el calculo para

el tiempo transcurrido ¢4, resulta:

N = Dot (4.55)

tpast

El ntimero de fallas remanentes estimado resulta:

N n
Nyrem = /\trem - thtrem (456)
past

Los modelos de prediccion de fallas tratan de mejorar el simple modelo de predic-
cién (4.56). Por ejemplo, uno de los mas conocidos es el modelo de Goel-Okumoto, o
también denominado modelo de Musa, este es un modelo basado en una proceso de
Poisson no homogéneo, donde el niimero esperado de fallas a producirse en el tiempo

t viene dado por:

u(t) = a(l — &™)
a>0,b>0

(4.57)

En el modelo de Musa-Okumoto o modelo Log-Poisson, la funcién de valor medio
resulta:

u(t) = 210g()\9t +1) (4.58)

Estos y otros modelos de crecimiento son analizados en [163] y [115].

Los datos de fallas en software en funcién del tiempo pueden venir dados de diver-
sas maneras. Por ejemplo, como el instante de tiempo en la unidad correspondiente
ti; 1 = 1,---,k, en el cual se produjo una o un numero dado de fallas. O como el
numero de fallas producidas entre cada intervalo de tiempo t;,1 —¢;. Este tltimo caso
puede contemplar la posibilidad de que el nimero de fallas sea 0 en un intervalo de
tiempo dado.

Existe en la bibliografia una gran variedad de modelos de confiabilidad de software,
varios tipos de datos, y varias técnicas estadisticas de estimacién, [163], [107].

En general, los datos de produccion de fallas en software vienen dados como arribos
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de fallas en funcion del tiempo. Esto permite agruparlos en una unidad de tiempo
comun, por ejemplo, como grupos de fallas producidas por segundo de CPU, [116];
por dia, [152]; por semana, [107]; etc. Si se asume que el arribo de cada grupo de
fallas es a una tasa constante, este puede modelarse como un proceso de Poisson, y
la probabilidad de fallas dentro de cada grupo es la que compone a la Poisson. De
esta manera, la probabilidad de fallas sigue un proceso de Poisson Compuesto. Un
intento de aplicar este tipo de modelos a las fallas en software fue realizado en [134].
La probabilidad que compone a la Poisson en el proceso propuesto en [134] es una
geométrica. Este modelo corresponde al proceso de Cernuschi & Saleme desarrollado
previamente.

Seguidamente, se demuestra que si se realiza una estimaciéon por momentos en el
modelo de Poisson Compuesta para la prediccién de fallas, se cae en el modelo simple
de Poisson (4.56).

Sean ty,to, t3, - - - los instantes de tiempo en los cuales se miden los arribos de fallas,
mi,ma, m3, -+ el nimero de arribos de fallas y n; el nimero total de fallas hasta el
instante t;. Dado que cada arribo puede contener més de una falla, n;, > m,;. En el
modelo de Poisson Compuesto, sean A el parametro de la Poisson, y X la variable
aleatoria que compone a la Poisson, recordando (3.11), el valor medio del modelo

resulta, [60]:

u(t) = ME(X) (4.59)

la tasa de arribos corresponde al parametro del proceso de Poisson, con lo cual queda

determinado como:

~ m;
A= (4.60)
L
si se realiza una estimacion por momentos, y considerando que el valor medio de las
muestras se obtiene como -, la esperanza de la variable aleatoria X se estima como:
~ T,
E(X)=— 4.61
() =2 (4.61)

De (4.59), se obtiene el valor predicho de las fallas remanentes:
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fu(t) = Myem E(X) (4.62)
Reemplazando (4.60) y (4.61) en (4.62), resulta:

lt) = Ftrem (4.63)
i
dado que el subindice i en este caso coincide con el tiempo pasado, la (4.63) coin-
cide con (4.56), por lo tanto, el modelo de Poisson Compuesta con este método de
estimacion, coincide con el de Poisson simple.

En el modelo propuesto en [134], se utiliza el método de maxima verosimilitud para
estimar el parametro de la probabilidad geométrica que compone a la Poisson. Dado
que este método de estimacion coincide con el de momentos para esta distribucién,
el modelo propuesto en [134] coincide con el de la Poisson simple.

Teniendo en cuenta que la estimaciéon por maxima verosimilitud del parametro
de la Poisson Truncada en Cero coincide con el método de los momentos, por lo
expresado anteriormente, tiene poco sentido aplicarlo en el modelo que se propone.
Consecuentemente, dado que se han analizado distintos estimadores para la Poisson
Truncada en Cero, (ver [120], [156]), estudiamos la aplicacién de la Poisson Com-
puesta con la Poisson Truncada en Cero utilizando varios estimadores. Los resultados
obtenidos son muy diferentes segtin sea el estimador utilizado, esto demuestra la im-
portancia de saber elegir el estimador adecuado para los datos en los que se aplicard el
modelo.

Los datos de fallas en software utilizados para la comparacién de los modelos
son: datos ThH agrupados por dia de [116]; datos DS1de [152]; ([107], Tabla J5, Cap.
7, Tablas Data 7 y Data 8, Cap. 17, Tabla SS1, Cap. 10), y datos de fallas de un
programa de conmutacién telefénica de [52]. Estos datos de fallas incluyen una gran
variedad de formas de las curvas acumulativas de produccion de fallas. Las curvas
tipicas que usualmente se observan en la bibliografia son las curvas de forma concava
y la forma S. Esta ultima presenta al principio un aumento en la tasa de produccién
de fallas y luego una disminucién. Otro caso importante son los sistemas multietapa,

en los cuales se produce un aumento considerable en la produccién de fallas debido
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al agregado de nuevo cédigo al sistema. Estos saltos en la produccion de fallas se
ven como puntos de inflexién en la curva de produccion de fallas acumulativas. Para
el estudio de sistemas multietapa se desarrollaron nuevos métodos de analisis, [163],
[115]

De simulaciones se obtiene que el estimador insesgado de minima varianza de Tate
y Goen propuesto en [156], el estimador insesgado de Plackett propuesto en [120], y
el estimador de maxima verosimilitud dan valores muy parecidos del parametro, para
un nimero lo suficientemente elevado de muestras (=~ 100). Dada la similitud de los
valores de estos estimadores, se utilizé el estimador de Plackett para la comparacién
con el estimador propuesto dada su facilidad de calculo.

El estimador de Plackett da resultados ligeramente diferentes que los que se ob-
tienen con el modelo de [134] sélo para los datos de [116] agrupados por dia, en el
resto de los casos, se obtienen resultados muy similares. En los casos de datos muy
agrupados, se encontré que el estimador de la moda da considerablemente mejores
resultados, como se discutira luego. Seguidamente se explica como estan dados los
datos utilizados y el procedimiento de calculo para cada uno de los estimadores men-
cionados.

En los datos de produccion de fallas analizados, las fallas vienen dadas en funcion
del tiempo. A modo de ejemplo se muestran los primeros datos tomados de [152].

Excepto en los datos de [116], no se midié la distribucién de las fallas en cada
periodo. Por ejemplo, haciendo referencia a la tabla 4.5, no se sabe como las 30 fallas
se distribuyen en el dia 6. En este caso, las alternativas son: considerar que las fallas
se produjeron en un sélo arribo, o distribuirlas a lo largo del dia aleatoriamente,
como fue realizado en [111], o bien, distribuirlas en el dia con un intervalo fijo. Sin
embargo, tal como ha sido discutido en [163], una asignacién aleatoria de las fallas
en el periodo, no mejora la prediccion. En este analisis, consideramos siempre que el
nimero de arribos es igual a 1 en cada periodo. Es decir, siguiendo el concepto de
eventos multiples, cada linea en la tabla 4.5 es un tinico evento, y el nimero n; indica
la multiplicidad del mismo. Otra posibilidad de considerar los datos, seria agrupando
las fallas de varios dias, con lo cual los datos vendrian dados como grupos de eventos

de distinta multiplicidad. Por ejemplo, si se agruparan los dias 15, 16 y 18 se tendria
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i

m; t; (dias) T n; = ijl x;
1 2 6 6
2 4 8 14
3 5 7 21
4 6 30 51
5 7 16 67
6 8 22 89
7 9 1 90
8 10 3 93
9 11 35 128

10 12 17 145

11 13 11 156

12 14 17 173

13 15 29 202

14 16 2 204

15 18 15 219

16 19 18 237

17 20 15 252

Cuadro 4.5: Datos del sistema DS1 de [152]. y;=Ntumero de arribos de un grupo de
fallas, t; = dias transcurridos, x; = fallas en el periodo, n,= Numero total de fallas
hasta el instante de tiempo ¢;

un total de eventos = 3, y un total de fallas para ese arribo = 46. Pero en este
caso se requiere de un buen criterio de agrupamiento, lo cual precisa de un analisis
exhaustivo. Este andlisis se deja para un trabajo posterior. Es importante aclarar que
los datos de [116] vienen dados por dia y por tiempo de CPU. Por lo tanto, se puede
conocer en cuantos arribos se produjeron las fallas en cada dia, correspondiendo un
arribo o evento multiple a fallas ocurridas en el mismo instante de CPU. Pero esto
ocurre muy poco y consecuentemente los datos presentan poco agrupamiento. Por
eso, el modelo de Poisson simple ajusta bien para estos datos, como se demuestra en
[134]. En general, los modelos de Poisson Compuesta tienen la ventaja de su rapido y
facil calculo en la estimacion de los pardmetros dependiendo de qué tipo de estimador
se use. En estos modelos, el pardmetro de la Poisson se estima como la tasa de arribos
de grupos de fallas, por ejemplo, con los datos de la tabla 4.5, sea myqs €l nimero

de arribos al tiempo t,4s, dado que cada arribo corresponde a un renglén en la tabla,
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al dia 20 se produjeron 17 arribos, por lo tanto, el parametro de la probabilidad de
Poisson se estima como:
Ay = 7:1177 - ;g (4.64)

La estimacién dada por la férmula (4.64) asume que la tasa de arribos es constante,
lo cual se cumple efectivamente, dado que excepto muy excepcionalmente, cada arribo
aparece en una unidad de tiempo fija. Esto no se cumple en casos en los que la unidad
de tiempo sea muy chica, por ejemplo, segundos de CPU, en este ultimo caso las
fallas casi no estarfan agrupadas, con lo cual no seria conveniente aplicar el modelo
propuesto.

Ahora pasamos a analizar la estimacién del parametro de la probabilidad que
compone a la Poisson. En el caso de la probabilidad de Poisson Truncada en Cero,
se analizan dos estimadores: el estimador de Plackett y el estimador de la moda.
Para un tiempo dado ?p,s, se obtiene un ntimero de arribos m,.s, y una secuencia
de fallas en cada uno de los arribos x;,i = 1, -+, My, hasta el tiempo t,45. Con
esta nomenclatura se explica a continuacion el método de calculo para los dos esti-
madores mencionados. Sea a el pardmetro de la probabilidad Poisson Truncada en
Cero, entonces:

Estimador de Plackett:

1 Mpast
mpast ; ( )
x;>1

El problema que presenta este estimador es en los casos donde existe gran disper-
sién en los datos. Como se observa de la Ecuacién (4.65), el estimador de Plackett
realiza algo asi como un promedio de los datos, es decir que le da bastante peso a
datos que estan muy alejados de un valor tipico. En ciertos casos de los datos analiza-
dos, se notd que este estimador daba un valor muy alto del parametro. Debido a esto
se penso en estimar el valor del pardametro de manera que la moda de la probabilidad
Poisson Truncada en Cero coincida con el valor que se repitié mas veces en los datos

utilizados. Seguidamente, se obtiene la relacién entre el pardmetro de la probabilidad
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Poisson Truncada en Cero y el valor mas probable. Sea X una variable aleatoria que
sigue la probabilidad Poisson Truncada en Cero con pardametro a, dada por (4.31). Se
obtiene el siguiente cociente:

Px(X =) r+1

Px(X=z+1) a (4.66)

Sea T4 la moda, es decir la probabilidad méxima se da para X = x,,.., entonces se
cumple que Px(X = Zpaz) = Px(X = Tyae + 1), por lo tanto, de (4.66) se obtiene:
a < Tyae + 1. También Px (X = Z00) > Px(X = Zyae — 1), entonces: a > X0, S
el valor de a es entero, entonces, de (4.66) se obtiene: Px(X =a —1) = Px(X = a),
entonces, T,,q, puede ser tomado ya sea como a o0 a — 1.

Por lo tanto, a se encuentra comprendido entre el valor més probable y el valor
que sigue, o en el caso en que a es entero, coincide con el mas probable. El criterio
que utilizamos para elegir el valor del parametro es el valor mas probable, es decir el
valor que se repitié mas veces en las muestras. En el tipo de andlisis que se hace para
predecir las fallas en software, la cantidad de muestras aumenta en funcién del tiempo
transcurrido. Por lo tanto, en el comienzo de la estimacion, la cantidad de muestras
son pocas y es probable que haya mas de un valor con el maximo de repeticiones.
En este caso, dado que se observd que los valores obtenidos con los otros métodos
de estimacion eran demasiado grandes, se elige a como el menor valor de los que
coinciden con el maximo de repeticiones.

Por lo tanto, el estimador propuesto queda definido de la siguiente manera: sea k;

el nimero de ocurrencias de la multiplicidad x;, entonces:

i* = Argmax(k;)
’ (4.67)
a= XTi*

Otra forma de ver esta manera de estimar el parametro a, es recordando la
Ecuacién (4.9). Siguiendo el esquema de la Cadena de Eventos Raros, el parametro
a determina la multiplicidad 7 con mayor pardametro )\;, y consecuentemente, la de
mayor ocurrencia en promedio, (Ver ecuacion (4.8).

El tratamiento analitico del estimador propuesto es dificil de realizar. Se lo puede
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comparar por medio de simulaciones con el estimador de Plackett, que es insesgado,
y si bien no es de minima varianza, para un nimero de muestras no muy grande,
por ejemplo 50, la varianza es del orden de 1072. Los resultados obtenidos de las
simulaciones, indican que el estimador de la moda tiene un sesgo apreciable, del orden
de 0,5 atin para un nuimero grande de muestras, y ademas la varianza del estimador
estd entre 10 y 100 veces la del estimador de Plackett, esta varianza aumenta con el
valor del parametro.

Sin embargo, para el tipo de aplicacién de que se trata, los resultados obtenidos
son buenos. Este caso es una muestra respecto de que la bondad de un estimador
para ajustar una funcién de probabilidad, depende de los datos y de la aplicacién en
cuestion, ademas de las caracteristicas del estimador, tales como si es insesgado o de
minima varianza.

Una caracteristica importante de los métodos de estimacién mencionados, es decir,
el estimador de Plackett, y el estimador de la moda, es su facilidad de calculo.

En el modelo que se desarrolla, es decir, un proceso de Poisson Compuesto con
una probabilidad Poisson Truncada en Cero, el niimero de arribos corresponde al
parametro m introducido anteriormente. Este parametro sigue una ley de Poisson
cuyo parametro estd dado por la ecuacion (4.28). Este parametro se estima como en
la ecuacion (4.64). Es decir, siguiendo el esquema de la tabla 4.5, para cada tiempo
transcurrido, los parametros A\; y a del modelo desarrollado en la seccion 5.3, se
estiman resolviendo la ecuacién (4.65) o la (4.67) segin el estimador utilizado. De
acuerdo con la nomenclatura de la tabla 4.5, el parametro A; se obtiene como, (Ver
ecuacién (4.28):

~

A a as
El (e*—=1) = Ypast (4.68)

tpast
Finalmente, de acuerdo con la ecuacién (4.14), y el método de prediccién explicado

anteriormente, (ver ecuacién 4.52), el numero de fallas remanentes se obtiene como:

Prem = M tyem €7 (4.69)

Queda claro que el método de estimaciéon por la moda, no puede aplicarse a
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probabilidades mondtonas, tal como la probabilidad geométrica utilizada en [142],
o una probabilidad logaritmica. Esto hace interesante la posibilidad de aplicar la
Poisson, compuesta con la Poisson Truncada en Cero. Es decir, siempre que los datos
presenten un agrupamiento de manera que la méaxima multiplicidad se de en un valor
mayor que 1, convendrd utilizar una probabilidad que no sea mondétona, tal como
con los datos presentados en [152]. Contrariamente, toda vez que las fallas simples
sean las mas numerosas, convendra utilizar una probabilidad mondtona, tal como la
geométrica o la logaritmica.

En general, los modelos de prediccién de fallas se estabilizan en la prediccion una
vez transcurrido el 60 % del tiempo, es decir, cuando la cantidad de muestras es la
suficiente para dar valores estables y confiables de los estimadores. En este sentido,
para los datos con los cuales se trabajd, el modelo de Musa es el que mas tiempo
necesita para mostrar una estabilidad en sus parametros. Esta falta de convergencia
se menciona en [163] y [111]. Se observa que en los datos de [116] agrupados por dia,
este modelo no alcanza una estabilidad en todo el tiempo transcurrido. El céalculo
de los parametros del modelo de Musa se realizé utilizando el método de maxima
verosimilitud siempre que resulté posible, en caso contrario se utilizé el método de
cuadrados minimos. Las condiciones para la convergencia del método de maxima
verosimilitud en procesos de Poisson no homogéneos fueron establecidas en [85].

Como se ha explicado anteriormente, el estimador del parametro de la probabilidad
de Poisson Truncada en Cero utilizado fue el estimador de la moda. Los resultados
de utilizar el estimador de Plackett se muestran sélo para las fallas T5 agrupadas
por dia. En general, dado que este estimador da valores muy similares al de maxima
verosimilitud, y dado que este es igual al de momentos para la Poisson Truncada
en Cero, por lo expresado anteriormente, los resultados obtenidos son similares a los
obtenidos con el método de [134].

Seguidamente se muestran los graficos con los resultados de aplicar los modelos
mencionados, junto con los datos reales. Las predicciones obtenidas por el modelo de
Poisson Compuesta con una Poisson Truncada en Cero, corresponde a la ecuacion
(4.69). Todos los graficos muestran la prediccién del niimero de fallas remanentes en

funcién del tiempo transcurrido. El grafico que corresponde al modelo propuesto, no
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resulta una curva suave, debido a que se utiliza el estimador de la moda, es decir, la
multiplicidad del grupo que aparecié méas veces, esto hace que el valor del parametro
cambie bruscamente de acuerdo con los arribos de fallas transcurridos. En todas
las figuras, el modelo de Poisson Compuesta con la probabilidad Poisson Truncada
en Cero, se indica como PCPTC. El modelo de Poisson compuesta con geométrica
propuesto en [134], se indica como PCGEO. Excepto para los datos de fallas T5 de
Musa de la figura 4.10, solo se utilizé el estimador de la moda para el modelo de
Poisson compuesta con Poisson Truncada en Cero.

Los datos Data 8 se grafican en la figura 4.1. Estos datos resultan muy interesantes
ya que presentan varias caracteristicas mencionadas. Tienen la forma S con un punto
de inflexién alrededor del dia 18, junto con una segunda etapa simple comenzando
alrededor del dia 40. Como se observa en la figura 4.2, a pesar de que los tres modelos
se alejan de los datos reales, el modelo propuesto tiene el mejor ajuste hasta el dia
70. Ademas, es el Unico que sigue las variaciones reales de los datos. A partir del dia
70 los resultados que se obtienen son los mismos que da el modelo de Goel-Okumoto.

En la figura 4.3 se grafican los datos DS1 de [152]. El nimero acumulativo de
fallas es una curva céncava con un punto de inflexion alrededor del dia 70.

El 1inico modelo que sigue el punto de inflexion es el modelo de G-O, como se
observa en la figura 4.4. Sin embargo, el modelo que se propone es el que mejor
ajusta los datos reales a partir del dia 70.

Datos de fallas acumulados correspondientes a los datos J5 se muestran en la
figura 4.5. La curva muestra una tasa de fallas casi constante.

Las curvas de prediccién de los distintos modelos se muestran en la figura 4.6. El
mejor ajuste se obtiene con el modelo de [134] y con el de Musa-Okumoto. Los valores
obtenidos utilizando nuestro modelo son menores que los datos reales una vez que se
obtiene estabilidad a partir del dia 30.

Datos Data 7 se muestran en la figura 4.7. Estos tienen una tasa de fallas casi
constante hasta el dia 60, después, la primer derivada decrece abruptamente. Hasta
el dia 60, todos los modelos predicen resultados similares, después, el modelo de G-O
es el que da los mejores resultados. Como conclusién, se puede decir que el modelo

de G-O responde mejor a esta clase de curvas.
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Figura 4.1: Datos acumulados de fallas. Datos Data 8 de [107]
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Figura 4.2: Fallas remanentes reales y predichas para el juego de datos Data 8. En el
modelo de Goel-Okumoto se aplicé el método de Cuadrados Minimos hasta el dia 50,
en los restantes dias se aplico el método de Maxima verosimilitud
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Figura 4.3: Datos acumulados de fallas. Datos DS1 de [152]
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Figura 4.4: Fallas remanentes reales y predichas para el juego de datos DS1. En el
modelo de Goel-Okumoto se aplicé el método de Cuadrados Minimos hasta el dia
100, en los restantes dias se aplico el método de Méaxima verosimilitud.
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Figura 4.5: Datos acumulados de fallas. Datos J5 de [107]
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Figura 4.6: Datos de prediccion de fallas del sistema J5. Se ha utilizado el método de
maxima verosimilitud, excepto para el modelo de G-O, para el cual se utilizé minimos
cuadrados hasta la semana 31
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Figura 4.7: Datos acumulados de fallas. Datos Data 7 de [107]
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Figura 4.8: Datos de prediccién de fallas del sistema Data 7. Se ha utilizado el método
de méaxima verosimilitud, excepto para el modelo de G-O, para el cual se utilizé mini-
mos cuadrados hasta la semana 59



CAPITULO 4. MODELO DE CADENAS DE EVENTOS RAROS 115

0 10 tn i a0 1on

Tism potmnscurrida

Figura 4.9: Datos acumulados de fallas. Datos SS1 de [107]

Los datos SS1 mostrados en la figura 4.9, muestran una curva de tres etapas,
teniendo dos puntos de inflexién en los dias 18 y 60. Las transiciones para esta curva
son mas suaves que para los datos Data 8. Para los datos SS1, el modelo de G-O tiene
el mejor ajuste. Los resultados obtenidos utilizando nuestro modelo son similares a
los del modelo de G-O desde el dia 40. Estos resultados muestran que el modelo de
G-0O tiene un buen comportamiento para una curva concava con saltos suaves, sin
considerar etapas multiples.

Los datos de fallas mostrados en la figura 4.11 corresponden a un programa de
conmutacién telefénica y fueron reportados en [52]. Esta curva es del tipo céncava y
muestra pequenas variaciones. Las variaciones mencionadas son seguidas por los tres

modelos comparados. Sin embargo, el modelo de M-O tiene el mejor ajuste a partir
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Figura 4.10: Datos de prediccién de fallas del sistema SS1. Se ha utilizado el método de
maxima verosimilitud, excepto para el modelo de G-O, para el cual se utilizé minimos

cuadrados hasta el dia 27
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Figura 4.11: Datos acumulados de fallas. Datos de [52]

del dia 150, donde los modelos alcanzan un comportamiento estable.

Datos de [116] agrupados por dia se muestran en la figura 4.13. Estos datos tienen
la forma de una curva de dos etapas, con un punto de inflexion el dia 200, dado
por cambios en el diseno, tal como se explica en [116]. Para este caso, de acuerdo
al teorema de [85], el método de méxima verosimilitud no puede ser aplicado entre
los dias 59 y 280. Ademas, no se pudo encontrar un ajuste razonable por cuadrados
minimos porque el numero total de fallas predichas es menor que el nimero de fallas
en el tiempo ¢, para dias mas alld de 280. Esto resulta en un ntimero negativo de
fallas remanentes. Por lo tanto, este sistema no puede ser tratado como teniendo una
simple etapa, utilizando ya sea el modelo de M-O o el de G-O. Consecuentemente,

no se muestran resultados para ningin modelo de Poisson no-homogéneo. Como se
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Figura 4.12: Datos de prediccién de fallas del sistema de [52]. Se ha utilizado el
método de maxima verosimilitud, excepto para el modelo de G-O, para el cual se
utilizé minimos cuadrados hasta el dia 88
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Figura 4.13: Datos acumulados de fallas. Datos de [116]

da en todos los casos, los resultados obtenidos utilizando el estimador de Plackett y
el modelo de [134] son muy similares. Para este caso, existen diferencias observables
entre ambos modelos, las cuales se muestran en la figura 4.14. En estos datos, hay
poco agrupamiento de fallas, ya que hay una falla por dia en la mayoria de los casos.
Por lo tanto, el modelo de [134], da los mejores resultados.

Para analizar el estimador propuesto, seguidamente se grafican los valores del
estimador para los datos Data 8 en funciéon del tiempo transcurrido y se los compara
con el estimador de Plackett y la mediana de la muestra. En la figura 4.15 se grafican
los valores estimados del pardametro de la Poisson Truncada en Cero utilizando el
estimador de Plackett y el estimador de la Moda para los datos Data 8, en funcién

del nimero secuencial de arribos. También se grafica en la misma figura la mediana



CAPITULO 4. MODELO DE CADENAS DE EVENTOS RAROS 120

1400)
;04 ) —----FCEl
N
0] 4 ¥ e — — — —DCETE {Phchett)
el
I " Y
E B0 e b PCETZ (Modk)
am [
e - — Dwtos Reaks
F t -
g 400 "I T
2m J
a i i i i i i i i
0 50 1m0 150 200 25 3M 350 4 4%

Ternpo transoumide (Ras)

Figura 4.14: Datos de prediccién de fallas del sistema de [116]
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de la muestra.

Dado la fluctuacién de los datos, y siendo que el estimador de Plackett realiza
una especie de promedio de los mismos, el valor obtenido resulta una curva suave
que se mantiene en un valor elevado. El estimador de la moda, si bien al principio
sigue las fluctuaciones de los datos, cuando un valor comienza a repetirse mucho, el
estimador se queda con este valor ignorando el resto. En cambio, con el estimador
de Plackett o el de maxima verosimilitud, los valores muy altos o muy bajos son
tenidos en cuenta y afectan el valor del estimador. En el grafico se observa que a
partir del dia 71 el valor del estimador es muy cercano al definitivo, el cual es mucho
menor que el obtenido con el estimador de Plackett. Esta dispersion presentada por
los datos, es la que determina que los otros modelos con los métodos de estimacion
utilizados, den peores resultados que con el estimador de la moda. Por otro lado, este
método de estimacién solo puede utilizarse en una distribucién con una caracteristica
modal, como el modelo que proponemos. Esta propiedad del estimador de la moda
podria ser utilizada en otras aplicaciones donde los datos presenten el mismo tipo de
fluctuaciones.

A partir de los datos analizados, se puede concluir que el modelo propuesto da
resultados mejores que los otros, incluyendo los modelos de Poisson no homogéneos,
cuando el nimero de fallas por intervalo de tiempo que ocurre mas veces, cambia de
valores altos al principio a valores bajos al final. También cuando existen nimeros de
fallas por intervalos de tiempo lejos de ese maximo. Si se ignoran estos tultimos datos,
las predicciones resultan mejores, ya que la tendencia es a bajar la tasa de fallas a
medida que progresa el tiempo. Estas dos caracteristicas se presentan en los datos
Data 8 y DS1. Estas determinan las ventajas del modelo propuesto. Por un lado, se
adapta a cambios muy rapidamente, y por el otro, evita datos dispersos.

El calculo analitico de las caracteristicas del estimador propuesto resulta dificil de
realizar, sin embargo se lo puede caracterizar mediante simulaciones computacionales.

Esto tdltimo se deja para un trabajo posterior.
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Figura 4.15: Valores estimados para distintos estimadores del pardmetro de la Poisson
Truncada en Cero. Datos Data 8
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4.7. Obtencion de la Distribucion Asintotica del

Modelo de Contagio de Polya como una Ca-

dena de Eventos Raros

Recordando que la f.g.p. para el modelo de Cadena de Eventos Raros dada en

([30], Eq. 3), (ver 4.6):
fN(x) — e*()\1+/\2+)\3+...) e/\1$+>\2$2+)\3x3+---
Si los pardametros se relacionan como sigue:

az—l

>\i:)\1

i
usando (4.71), la f.g.p. (4.70) resulta, [30]:

fN(x) _ e%ln(l—a)e—%ln(l—ax)

- (2"
- \1-—azx

En este caso, las probabilidades Py(n) resultan:

Py(n) = (1 - a)# (Al+1> (Al+n—1> a

a a

Py(n)=(1-— a)zlw C;;

a

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

Como puede verse, la ecuacién (4.74) es idéntica a la (3.31). Los pardmetros estén

relacionados por:

A

A= —
1+p
P
a/_i
1+p

(4.75)

Recordando (3.28), el pardmetro p esté relacionado al pardmetro de contagio ¢
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a través de . Luego, de (4.75), el pardmetro a introducido en (4.71) en el modelo
de Cadena de Eventos Raros es un parametro de contagio, como se esperaba. Si no
hay contagio, ¢ = 0, luego p = 0, y de (4.75), a = 0. En este caso, el modelo de
Polya se reduce a pruebas de Bernoulli y la distribucién asintética es una Poisson con
pardmetro A en (3.28) o Ay en (4.74).

La distribucion de Poisson Compuesta que da como resultado la binomial negativa,
se obtiene directamente de (4.72). La f.g.p. (4.72) puede ser expresada como:

1 A In -1 In(l—azx)

fnlz) = ANy Sl (4.76)

Como se puede ver, la ecuacién (4.74) es una f.g.p. de una variable aleatoria de

1
(1-a)
distribucién logaritmica con f.g.p.:

Poisson con paridmetro 2 In compuesta con una variable aleatoria que sigue la
a

_ In(1 —ax)

9x () = T(i—a) (4.77)

4.8. Obtencién de la Distribucion Asintética del
Modelo de Contagio de Cernuschi & Saleme

como una Cadena de Eventos Raros

La probabilidad dada por la f.g.p. (3.83) puede también ser analizada en el con-
texto de la Cadena de Eventos Raros desarrollada en [30]. Luego, reescribiendo (3.83)

en la siguiente forma:

F(z) = e~ PBHABA=B+AS (1=B)+)  GMrtA B (1=F)a’+X f(1-5) 2+ (4.78)

Observando (4.78) y (4.70) la relacién que satisfacen los pardmetros de Poisson \;

de la cadena de eventos raros estda dada en este caso por:

N=AB01-=p0)"" i=1,23,-- (4.79)
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De (4.79), puede verse que los pardmetros \; decrecen con i de una manera diferente
a como lo hacen con la binomial negativa, de acuerdo a la ecuaciéon (4.71). En el
caso de la binomial negativa, en la ley de decrecimiento de los parametros \;, aparece
el factor %, mientras que en el modelo de Cernuschi & Saleme, los \;’s decrecen de
una manera mas lenta. Esta tltima propiedad era de esperar, ya que en el modelo
de urnas de Cernuschi & Saleme sélo existe contagio en las extracciones de un sélo
color, mientras que en el modelo de Polya, existe contagio con ambos colores, con lo

cual la probabilidad de un evento favorable decae mas rapidamente.



Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio de fenémenos cooperativos desde tres
tipos de modelos, Modelos de la Mecéanica Estadistica, Modelos de Contagio y Modelo
de Cadenas de Eventos Raros.

En el caso de fenémenos cooperativos en Mecédnica Estadistica, se han estudiado
propiedades de los sélidos y los cambios de fase sélido-liquido y sélido-vapor. De esta
manera, el concepto de energia de interacciéon entre particulas permite obtener la
funcién particion y consecuentemente las propiedades termodindmicas.

El modelo desarrollado originalmente por F. Cernuschi y D. Banchik, y luego con-
tinuado por F. Cernuschi, J. C. Grangel, y E. Horjales, para obtener la ecuacién de
estado del Argon solido, resulta importante por cuanto se engloba la concentracién
de vacancias, la anarmonicidad y la energia de interaccién de largo alcance. Todos
estos conceptos son fundamentales en el estudio de soélidos. En este trabajo se ha
extendido la aplicacion de este modelo a las muy altas presiones alcanzadas actual-
mente. Ademads, se ha utilizado en el modelo distintos potenciales de interaccion,
muchos de los cuales han sido formulados recientemente. Estos resultados permiten
comparar el comportamiento de los potenciales formulados. De acuerdo con los re-
sultados obtenidos, con el modelo analizado se puede obtener una ecuacion de estado
que incluye la concentracion de vacancias. Las propiedades termodinamicas obtenidas
con la ecuacion de estado, estan en muy buen acuerdo con los valores experimentales

tanto en bajas como en altas presiones, como ha sido demostrado.
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Dado que la concentracién de vacancias es un parametro importante en el esta-
do sdélido, seria importante que se realizaran mas mediciones experimentales en este
sentido, sobre todo a altas presiones, para poder comparar los valores obtenidos tedri-
camente.

Asi como se analizé la produccién de vacancias en el estado sélido, el mismo
concepto fue utilizado para explicar los cambios de fase sélido-liquido y sélido-gas.
De esta manera se contintia la teorfa de agujeros propuesta originalmente en [27]. El
analisis presentado, permite comparar los resultados obtenidos con una amplia gama
de resultados experimentales alcanzados recientemente.

Todas las comparaciones con los datos experimentales demuestran que la teoria
resulta muy satisfactoria.

A partir del concepto de creacion de vacancias en el estado sélido, se ha deducido
en forma tedrica la ecuacién empirica de Simon. Si bien existen otras deducciones en
la bibliografia, en la desarrollada en este trabajo no se utiliza la ecuacion de fusion
de Lindemann, la cual tiene en cuenta sélo las vibraciones. Como consecuencia, se
obtiene una relaciéon entre los parametros de la ecuacién de Simon y los parametros
del potencial de Lennard-Jones. Esta relacion se verifica muy bien para los valores
experimentales, como ha sido demostrado.

Finalmente, asi como los métodos de la Mecanica Estadistica han resultado ttiles
en otros campos, los modelos desarrollados en este trabajo podrian aplicarse en otros
casos para los que no fueron originalmente aplicados.

En los modelos de contagio se analizé el modelo de urna de Polya ampliamente
tratado en la bibliografia. Como alternativo del modelo de Polya se ha desarrollado
el modelo de contagio de Cernuschi & Saleme. Se han extendido y analizado en de-
talle las propiedades del modelo de urnas para contagio de Cernuschi y Saleme, de
esta manera, se obtuvo la distribucion asintética del modelo y el proceso estocastico
asociado. Dada la diferencia esencial entre las caracteristicas de ambos modelos, los
resultados obtenidos permiten compararlos en un marco mas amplio. Por ejemplo, se
ha demostrado que si bien las distribuciones asintoticas de ambos modelos son dis-
tribuciones de Poisson Compuestas, el proceso de Cernuschi & Saleme es un proceso

de Poisson Compuesto, a diferencia del proceso de Polya. Los resultados encontrados
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permiten avanzar en el estudio de las relaciones entre las probabilidades de Poisson
Compuesta y los modelos de urna para contagio. La comparaciéon de ambos modelos
de urna es importante, ya que una mejor caracterizacién de los modelos ayuda a de-
terminar a qué tipo de fenémenos se ajusta cada uno. También, ambos modelos son
comparados en el marco de la Cadena de Eventos Raros.

La introduccion de una nueva variable en el modelo de Cadenas de Eventos Raros
permite generalizarlo y aplicarlo a casos donde se pueda observar el nimero total
de eventos, independientemente de su multiplicidad. Esto resulta de gran utilidad en
el estudio de datos agrupados, donde cada grupo corresponde a un evento multiple.
Como consecuencia, se encontré una aplicacién muy importante en el estudio de con-
fiabilidad en software, el cual es un tema de mucha actualidad sobre el cual aparecen
constantemente nuevos estudios y modelos. En este caso, los datos aparecen agrupa-
dos por unidad de tiempo. Si bien existen estimadores del pardmetro de la Poisson
Truncada en Cero muy bien estudiados en la bibliografia, como el estimador de Tate
y Goen, el de Plackett, o el de Maxima Verosimilitud, se introdujo el estimador de
la moda, ya que es el que mejor permite ajustar los datos reales. Consecuentemente,
la eleccién del estimador debe basarse en el tipo de datos en estudio, ademds de
las caracteristicas propias de cada estimador. Los resultados obtenidos de comparar
este modelo con otros usualmente utilizados, son muy satisfactorios, tal como se ha
explicado en el desarrollo.

Del estudio realizado del modelo de Cernuschi & Castagnetto, se encontré que el
mismo puede ser aplicado en fenomenos donde las caracteristicas cambian a partir
de la produccién de eventos. Estos casos se presentan por ejemplo en confiabilidad
y procesos de cola. Se ha demostrado que el modelo da mejores resultados que otros
denominados procesos con cero modificado. Las aplicaciones en confiabilidad pueden
extenderse en casos de produccion de fallas multiples. También, las aplicaciones en
procesos de cola pueden ser muy utiles, por ejemplo en el estudio de concurrencia de
procesos en un sistema de computacion. En este ultimo caso, el grado de concurrencia
estaria dado por la multiplicidad del evento.

Las aplicaciones mencionadas, muestran que el modelo de Cadenas de Eventos

Raros resulta de gran utilidad en la Ingenieria.
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En el capitulo siguiente se indican aquellos puntos importantes a desarrollar a

partir de las conclusiones obtenidas.



Capitulo 6
Desarrollos Ulteriores

El modelo de vacancias en el estado sélido desarrollado, permite separar los efectos
de la concentracion de vacancias por un lado, y la anarmonicidad por otro. Esto
resulta de gran interés, ya que en qué medida intervienen estos efectos en funcion de
la temperatura, es un tema que se ha discutido bastante en la bibliografia, sin llegar
a una conclusion definitiva.

Tanto en la teoria de fusion de F. Cernuschi como en la deduccion de la ecuacion
de Simon presentada, no intervienen las vibraciones de las moléculas de la red. Queda
como paso posterior, la introduccion de las vibraciones en la teoria. Esto tltimo podria
lograrse a partir de la ecuacién de estado del Argén sélido desarrollada. Esta tltima,
podria mejorarse si se utiliza la aproximacion de Debye en lugar de la aproximacion
de Einstein.

Las investigaciones realizadas dan lugar a otras potencialmente importantes para
continuar. En el caso de los modelos de contagio, el de Cernuschi & Saleme debe
tenerse en cuenta en aquellos casos donde el modelo de Polya no resulta conveniente.
Tal caso puede darse en percolacién, esto es importante dado que en este tema no
es posible obtener soluciones exactas en los casos mas generales. Ademaés de las apli-
caciones, quedan importantes propiedades matematicas para investigar, analogas a
las obtenidas con el modelo de Polya. Por ejemplo, es importante investigar si existe

un proceso de Poisson mezclado que dé como resultado el proceso de Cernuschi &
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Saleme, tal como acontece con la Poisson mezclada con la densidad gamma y el pro-
ceso de Polya. Dado que el modelo de Polya no es un proceso de Poisson compuesto,
contrariamente a lo que acontece con el proceso de Cernuschi & Saleme, resulta im-
portante investigar qué tipo de modelos de contagio conducen a procesos de Poisson
Compuestos.

En cuanto al modelo de Cernuschi & Castagnetto, si bien se ha demostrado que el
mismo puede ser aplicado a varios casos de interés en la Ingenieria, como confiabilidad
de equipos y software, y procesos de cola, serfa importante poder caracterizar el
modelo de manera de poder determinar en qué tipo de datos es aplicable. Por otro
lado, también resulta de interés poder relacionar este modelo con algiin modelo de
urnas, tal como se hizo con el modelo de Cernuschi & Saleme.

Si bien el modelo de Cadenas de Eventos Raros ha sido aplicado en este trabajo
como un proceso de Poisson Compuesto con una probabilidad de Poisson Truncada
en Cero, puede pensarse en otros procesos estocasticos que surjan a partir del mismo.
Estos otros casos podrian darse cuando el parametro a que relaciona las probabilidades
de ocurrencia de los eventos de distinta multiplicidad, sea una funcién del tiempo.
Esto podria ser de gran utilidad en casos de transporte dispersivo, como el tratado
en [137].

Ademas, como se ha mencionado previamente, asi como los modelos de Mecanica
Estadistica se han aplicado en otras areas de fenémenos cooperativos, es interesante
analizar la aplicacion de los modelos de contagio en Mecanica Estadistica, por ejem-
plo en cambios de fase. En este caso, el contagio determinaria la correlacion entre

particulas.
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